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私の数学散歩道(28)  平成 28 年  6 月 5 日提出                                                                                                                                

                                
幾分 難解な三角方程式について  

 
数実研会員 村田 洋一 

（作成の背景） 
今回 下記の 3 題の方程式を考えました。とくに(1)は 遊び心で作ったもので 見掛けは

簡単ですが、解くのは大変です。問題作成の鍵は「初めに解ありき」です。 
 や x の値を決めそれらの倍角や三倍角等、三角関数の種別と前後の符号などを考えて

等式を設定します。従って このように作った方程式がいつも解けるとは限りません。 
候補の中から選ばれたものが問題として提起される訳です。 

 
（問 題） 

(1) 14cos3tan2sin   （ 22


＜＜ ）  

(2) xxx sin2)6tan(tan    ( 20 
＜＜ x )     

(3) xxxxxxxx 4cos3cos2coscos4sin3sin2sinsin  （ 20 
＜＜x ）  

 
(１)  14cos3tan2sin   （ 22


＜＜ ）  

左辺を tan  の方程式に直しその値を求め、次に  4cos,3tan,2sin を計算、 
これらの結果をこの左辺に代入し解の妥当性をチェックする方針で臨みたい。 
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   ここで 31t    分母を払って 
0)31()1(2)1)(3()31)(1(2 22222322  tttttttt    整理して 

025101456 234567  ttttttt       左辺を )(tf  と置くと 
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0)1( f , 0)1( f より 組立除法を二度用いて 
   0)25866)(1)(1( 2345  ttttttt  ・・・・② 
  ここで ②式第 3 項の因数分解 ((注 1)参照) に当たっては )(tf で 1t 以外の解が 
ないか ①式と併せ検討する。（ 3tan と tan は関数関係にあるため。） 

    1t の時 131
133tan 

   従って 133 23  ttt から 
    0)14)(1(133 223  tttttt  

1t の時 131
133tan 

   0)14)(1(133 223  tttttt   
  ②の第 3 項に因数があれば 142  tt , 142  tt  の可能性がある。 
割り算を実行すると 後者が因数となりうまくいく。 従って ②式は 

0)232)(14)(1)(1( 232  ttttttt  ・・・・③ 
ここで ③の第 4 項＝ )(th と置くと 0343)( 2  ttth  から 3

132 t  
2 解を )(,   とすると  で極大値、  で極小値をとり 0)()(   ff  
従って 0)( th  ((注)-2 参照) は 1 個の実数解を持つ。 

これを「ニュートンの逐次近似法」で求めてみよう。 08)2( h 、 02)3( h  
018)4( h から近似解 30  として 2)3( h  12)3( h  
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2   以下計算を略し 
0006.0)1528.3( h  2092.14)1528.3( h   15276.300004.01528.33   

検算してみると 00003.0245828.987979.1933810.31)15276.3( h ≒0 
 
以上のことから 15276.3,32,32,1,1tan  t  の時の解を吟味する。 
1） 1tan   の時    4

      13tan    12sin    14cos   
(1)の左辺＝ 1)1(11   で適する。 

2） 1tan   の時  4
    13tan    12sin    14cos   

(1)の左辺＝ 1)1(11   で適する。 
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312cos24cos 2       (1)の左辺＝ 12
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  ここで  3214tan320tan  
＜

 より  
0142  tt  を満たす 2 解 32tan    32tan   を求める。 
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これから 12
   一方 解と係数の関係から 1tantan   

これが成り立つのは 2
  の時より   12
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5） 15276.3tan  の時   57637.015276.31
15276.322sin 2 

  

  75919.015276.331
)15276.33(15276.33tan 2

2 
   81718.015276.31

15276.312cos 2
2 

  
  33556.04cos   （＊）に代入して 

(＊)の左辺＝ 133556.075919.057637.0   で適する。 
    この時の角は、三角関数表より 1397.30272tan   1716.30372tan   
     補完法により 4094.00319.0

01306.0
1397.31716.3
1397.315276.3 

  
     0272   と 0372  の間の 4094.0 の位置にあるから 4272    

分を度になおして  4.7260
24724272 ）（

   このとき  関数電卓から  
  643230.578.144sin2sin ＝   7590413.02.217tan3tan ＝   

3354515.06.289cos4cos ＝  (1)の左辺＝1.0000221 1 で成立する。 
 
以上を纏めて  45 、  45 、 15 、 75 、 4.72 （答） 
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（注 1） ②の第 3 項の因数分解の別解 

))((25866 2322345 edtcttbattttttt   
と 整係数に因数分解できたとすると 

  右辺＝ betbdaetbcadetbacdtact  )()()()( 2345  
係数比較して 2be    5 bdae  8 bcade  

 6 bacd  6 ac  
整係数より 2be  より )1,2(),1,2(),2,1(),2,1(),( eb に分けて考える。 
1) ,1b  2e のとき 
 これを上記の第 2 式から 5 式に代入して 
 52  da   6 cad   7 acd   6 ac  
,c d を aで表し第 2 式に代入   66)52(  aaa  0)2(2 aa  
 0a のとき 5d  6c  また 2a のとき 1d  8c  
第 3 式に代入してチェック 前者は 75  acd  不適 
後者は 717  acd   不適 
従って 1) のときは解を持たない。 

 
2) ,1b  2e のとき 同様に 

52  ad   10 cad   5 acd   6 ac  
,c d を aで表し第 2 式に代入   10)6)52(  aaa ＋（  

0)2)(4(822  aaaa  
4a のとき 3d  2c  また 2a のとき 9d  8c  

第 3 式に代入してチェック 前者は 583  acd  適する。 
後者は 57169  acd   不適 

 
因数分解の一意性から )1,2(),1,2(),( eb のときは不適となるため 

吟味を要しない。従って 2)の前者から 
)232)(14(25866 2322345  tttttttttt  となる。 

 
 
(注 2 )  Wolfram Alpha による 0)( th の解 

平 23.11.26. の第 76 回数実研で松本先生が紹介された題記の検索エンジン(free)を 
使って 0)( th を解くと 一発で 1527576.3t 、 it 5496842.05763788.0   が 
求められた。計算等に大変重宝している。 
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（２） xxx sin2)6tan(tan    ( 20 ＜＜
)     

  まず 左辺を xtan から ,sin x  xcos の方程式に変形する。 

xx
xx

x
xx

sin2tan3
)1tan3(tan

tan3
11

)3
1(tantan





   分母子に x2cos を掛け 

xxxxx
xxx sin2cossincos3
)cossin3(sin

2 
   0sin x より 

xxxxx cossin2cos32cossin3 2   
   xcos  の方程式に直すため xsin を分離して 

)1cos32(cos)3cos2(sin  xxxx   
両辺を平方して 

2222 )1cos32(cos)3cos2)(cos1(  xxxx  
 

xxxxxxx 234234 coscos34cos123cos34coscos34cos4   
これを整理して 03cos34cos16 4  xx  
3 を含む因数を検討して 2

3cos x のとき 与式=0 から 組立除法で 
0)3cos6cos34cos8)(3cos2( 23  xxxx  

ここで 1cos0 ＜＜ x より 左辺第 2 項>0 で解を持たない。 
従って 2

3cos x  から 6
x           6

x （答） 
 

（３） xxxxxxxx 4cos3cos2coscos4sin3sin2sinsin  ( 20 
＜＜x ) 

                      
    左辺、右辺別に第 1 項と第 4 項、 第 2 項と第 3 項を和積の公式で変形する。 
    左辺＝ xxxx 2

1cos2
5sin22

3cos2
5sin2   

)2
1cos2

3(cos2
5sin2 xxx ＝ xxx 2

1coscos2
5sin4  

     右辺＝ xxxx 2
1cos2

5cos22
3cos2

5cos2   

              )2
1cos2

3(cos2
5cos2 xxx ＝ xxx 2

1coscos2
5cos4  
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     従って 0)2
5cos2

5(sin2
1coscos4  xxxx  

   これから 0)42
5sin(2

1coscos24  xxx  

20 
＜＜ x では 0cos x 、 02

1cos x  また 
＜＜ 42

5
4  x  

これから 042
5  x   10

x              10
x （答） 

                           
                                以 上 
 


