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問題１ある装置に６個の電球が取りつけられていて，それぞれの電球は他の電球

とは全く無関係に，次の規則に従って点滅するようになっている。

規則「スイッチを入れてから４秒後からどの電灯にも全く偶然に点灯のチャンス

が訪れ，このチャンスはまだ点灯していない電球には毎秒訪れるものとする。一度

点灯した電球は丁度５秒点灯した後消えて，最初のスイッチを入れたときの状態に

戻る｡」さて，スイッチを入れてから105秒後に装置を観察したところ６個のうち３

個が点灯していた。

（１）13.5秒後には何個の電球が灯点しているだろうか，可能性のある数をすべて挙

げよ。

（２）更に13.5秒後の観察で５個の電球が点灯しているのが認められた。

15.5秒後には何個の電球が点灯しているだろうか，可能性のある数をすべて挙げ

よ。

例えば丁度５秒に点灯した電球は実線が点灯，点線が消えているとすると下図と

なる。

５６７８９１０１１１２１３１４

米･…＋………}……－○

問題２鋭角三角形ＡＢＣの垂心をＨとする。３辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢに関するＨの対

称点を，それぞれＰ，Ｑ，Ｒとするとき，次の各問に答えよ。

問１：Ｐ，Ｑ，Ｒは△ＡＢＣの外接円周上にある。このことをＰについて証明せよ。

問２：ＰＱとＣＡの交点をＪとすればどＣＨＪ＝二ＣＱＰとなることを証明せよ。

問３：ＰＲとＡＢの交点をＫとすれば,Ｋ,Ｈ,Ｊは一直線上にあることを証明せよ。

注１：１問毎に解答には必らず図をつけよ。ｆｒｅｅｈａｎｄでよい。

注２：垂心とは三角形の各頂点から対辺に下した垂線の交点でそれは唯１点であ

る。

問題３ｓは整数の集合で(ｲ)，（ﾛ)を満たすものとする。

（ｲ）ＬＥＳ，ｍＥＳのときＣ＋ｍＥＳ（，がＳの要素のとき，ＥＳと表わす)。

（ﾛ）Ｓは正の整数と負の整数を含み最小の正の整数はａ，最大の負の整数はｂであ

る。

（１）ＣＥＳのときｎｃＥＳ（ｎは正の整数）であることを示せ。

（２）ａ＋ｂ＝０を示せ。

（３）’二ｓ，Ｐ＞０である任意のＰに対してｐはａの倍数（，＝9a）であることを示

せ。

（ヒント：，＝9ａ＋ｒを利用する方法もある｡）

－１１１－



問題４５次以下のえの多項式で，どの係数も１またはＯよりなるものをすべて集

めて集合を作り，それをＡで表す。

Ａ＝（aえ5＋b兀`＋cが十djrz＋e兆十ｆｌａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆはＯまたは１）

ただし，Ｏ＝０．X5＋０．ｪ4＋Ｏ・兀3＋０．X2＋Ｏ・え＋０，１＝０．ｒ５＋０Ｗ4＋０．ｒ３

＋０．Jr＋１と見なして，０と１もＡの要素とする。

（１）Ａは何個の多項式よりなる集合か。（Ａの要素の個数を求めよ｡）

（２）ａが実数のとき，集合Ａ(a)をＡ(a)＝（g(a)｜ｇ(え)ＥＡ）とおく。（g(え)がＡの

要素のとき，ｇ(汀)ｅＡまたはＡヨｇは)とかく）このとき，（ｉ）Ａ(O)の要素の個

数を求めよ。

（ii）Ａ(1)の要素の個数を求めよ。

（iii)Ａ(2)の要素の個数を求めよ。

問題５Ｘをある集合とする。ａ,ｂＥＸに対して,ａとｂの距離をｄ(a,b)で表わす

ことにする。

ここで距離とは次の三つをみたすものとする。

（i）ｄ(a,ｂ)≧０であり，ｄ(a,ｂ)＝０÷ａ＝b，さらにａ＝ｂ－ｄ(a,ｂ)＝０

（ｉＤｄ(a,ｂ)＝。(b,ａ）

（ｉｉＤｄ(a,c)≦ｄ(a,ｂ)＋ｄ(b,c）（a，ｂ，ｃＥＸ）

このｄ(a,ｂ)を使って。'(a,ｂ)を次のように定めると。'(a,ｂ)もまた，ａとｂの距

離になることを次の順序で示せ。

。'Ｍ=,鵠窒t）
(1)。'(a,ｂ)≧０であり。'(a,ｂ)＝０‐ａ＝b，さらにａ＝ｂ＝d'(a,ｂ)＝Ｏであるこ
とを示せ。

(2)ｄ'(a,ｂ)＝d'(b,ａ)を示せ。

(3)『1≧0,『会0,蝿≧0のとき丁聿了T+了f念≧戸詰一三丁を示せ。
(4)(3)と関数y=f(蒸)=丁争「(蕪は灘鬘0である実数)が増加関数であることを使っ
て

ｄ'(a,c)≦d'(a,ｂ)＋d'(b,c)であることを示せ。
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り，15.5秒後の予測をすると次の表のようにな

る。○は点灯,ｘは消えている状態を表す。

10.5秒後13.5秒後15.5秒後の可能性

○-－－－－-○ｘ

ｏ－－－－－－○×

○××○

×○-－－－－－－○

×○-－－－－－－○

×○-－－－－－－○

□

ある装設に６個の電球が取りつけられてい

て，それぞれの遜球は他の電球とは全く無関係

に，次の規則に従って点滅するようになってい

る。

規則「スイッチを入れてから４秒後からどの

電灯にも全く偶然に点灯のチャンスが訪れ，こ

のチャンスはまだ点灯していない電球には毎秒

訪れるものとする。一度点灯した電球は丁度５

秒点灯した後消えて，最初のスイッチを入れた

ときの状態に戻る｡｣さて，スイッチを入れてか

ら10.5秒後に装證を観察したところ６個のうち

３個が点灯していた。

(1)13.5秒後には何個の鬮球が灯点しているだ

ろうか。可能性のある数をすべて挙げよ。

(2)更に13.5秒後の観察で５個の電球が点灯し

ているのが翌められた゜

15.5秒後には何個の電球が点灯しているだろ

うか，可能性のある数をすべて挙げよ。

例えば丁度５秒に点灯した電球は実線が点

灯，点線が消えているとすると右図となる。

５６７８９１０Ｕｌ２１３Ｍ

Ｏ－－－－＿＿＿－－－文一…L----L.…し…Ｉ

105秒後13.5秒後15.5秒後の可能性

○一-○ｘ

ｏＪｏ×

○ｏｘ

ｘ○一○

×○一一○

×ＸＸ○

これより，15.5秒に点灯している電球の数は２．

３．４のいずれかの数である。

回

鋭角三角形ＡＢＣの垂心をＨとする。３辺Ｂ

ＣＣＡ，ＡＢに関するＨの対称点を，それぞ

れＰ，Ｑ，Ｒとするとき，次の各問に答えよ。

問１：Ｐ，Ｑ，Ｒは△ＡＢＣの外接円周上にあ

る，このことをＰについて証明せよ。

問２：ＰＱとＣＡの交点をＪとすればどＣＨ

Ｊ＝どｃＱＰとなることを証明せよ。

問３：ＰＲとＡＢの交点をＫとすれば，Ｋ，Ｈ，

Ｊは一直線上にあることを証明せよ。

注１：１問毎に解答には必ず図をつけよ。ｆｒｅｅ

ｈａｎｄでよい。

注２：垂心とは三角形の各頂点から対辺に下し

た垂線の交点でそれは唯１点である。

｢薔頭薊規則はそれぞれの電球について
①「スイッチを入れてから少なくとも４秒間は点

灯しないこと」

②点灯した電球は５秒間点灯している。

③消えた後はスイッチを入れた状態である。従っ

て10.5秒後に点灯している駆球，消えている随球

の状態の可能性について調べる。

､露FFil
i）10.5秒後に点灯していた電球については10秒

後に初めて点灯したものであれば，13.5秒後に

も点灯している。

８秒後に初めて点灯したものであれば，１３．５

秒後には消えている。

10.5秒後に消えていた電球については135秒

後には点灯している可能性も，消えたままでい

る可能性もある。従って，すべての電球が13.5

秒後には点灯している可能性も，消えたままで

いる可能性もあるので，点灯している可能性の

ある数はＯ～６である。

ii）１０５秒後，13.5秒後の観察の結果規則によ

魎
問１：円に内接する四辺形の向い合っている角の和

は180.であり，その逆も成り立つこと。線対称とな

っている図形間の関係を考えること。角や線分の

相等に注目。

問２：問１での蒲眼点の外に，弧ＰＣ上に立つ円周

角についての知職。

問３：問２が証明できれば，それがこの証明のｈｉｎｔ

となっている。

－１１４－



国璽］ 問３
Ａ

問１

Ａ

～
一

Zン
Ｐ

Ｂ

ﾄ／ Ｈ，ＲはＡＢに関して対称だから

問２同様にして＝ＲＨＫ＝どＫＲＨ
＝≧ＰＲＣ

＝△ＰＱＣ

＝≧ＣＨＪ

...Ｋ，Ｈ，Ｊは１直線上にある。Ｑ，Ｅ，Ｄ,＿

Ｐ

ＨとＰはＢＣに関して対称だから

二ＢＰＣ＝二ＢＨＣ＝二ＲＨＱ…①

ＢＱＬＡＱＣＲＬＡＢから

=ＲＨＱ＝180.-＜ＢＡＣ…②

①，②からこＢＰＣ＝180.-=ＢＡＣ

ｉ，ｅ，ごＢＰＣ＋三ＢＡＣ＝180.

...Ａ，Ｂ，Ｐ，Ｃは１円周上にある。

Ｑ，Ｅ，

回

Ｓは整数の集合でい(･)を満たすものとする。

(ｲ）ＣＥＳ，ｍｅｓのとき，Ｅ＋ｍｅｓ（ｐが

Ｓの要素のときｐＥＳと表わす）

(ﾛ）Ｓは正の整数と負の整数を含み最小の正の

整数はａ，最大の負の整数はｂである。

(1)ＣＥＳのとき、ＣＥＳ（ｎは正の整数）で

あることを示せ。

(2)ａ＋ｂ＝０を示せ。

(3)ｐＥＳ，ｐ＞ｏである任意のｐに対してＰ

はａの倍数（ｐ＝ｑａ）であることを示せ。

ヒント：ｐ＝ｑａ＋ｒを利用する方法もある。

Ｄ，

問２

Ａ

Ｉ
|刀 函

(1)Ｗ)を利用２ｃ’３ｃ，…の順次Ｓの要素である

ことを示す。

(2)ａ＋ｂはａ＋ｂ＞Ｏかａ＋ｂ＜Ｏかａ＋ｂ＝Ｏ

のいずれかであるからａ＋ｂ＞０，ａ＋ｂ＜Ｏの

とき条件に反すること示し，ａ＋ｂ＝Ｏを導く。

このような間接的証明法を転換法という。

(3)ｐ＝ａｑ＋ｒ（Ｏ≦ｒ＜ａ）ｐＥＳａｑ

＝一ｂｑＥＳ（(1)より）

．.．ｒ＝ｐ－ａｑ＝ｐ＋ｂｑＥＳＯ≦ｒ＜ａ，

ａは最小の正の整数であることに反することを利

用する。

Ｐ

Ｈ，ＱはＣＡに関して対称だから

二ＣＨＪ＝竺ＣＱＪ＝４ＣＱＰＱ，Ｅ，Ｄ，

|議鱗蝋蔓/’
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函[画
(1)ｘの多項式ｇ(x)＝ａｘ５＋ｂ工`＋ｃｘ３＋ｄ

ｘ２＋ｅｘ＋ｆにおいて，ｘ”（、＝０，１．２，３，

４，５）の係数のどれか１つでも異なると，別の

異なる多項式となる｡逆に言えば,え"の係数がすべ

て等しいとき，多項式は一致する。

(2)記号Ａ(a)について，ａの値の具体的に代入して

考えれば，題意がつかめると異う。たとえばＡの

要素ｇ(兀)＝工2＋x＋１について，Ａ(1)の要素の１

つはｇ(1)＝１＋ｌ＋】＝３となるし，ｇ(工)＝jr2＋

ｏ,x＋１については，ｇ(1)＝ｌ＋ｏ＋１＝２とな

る。

(1)ＣＥＳ（ｲ)よりｃ＋ｃ＝２ＣＥＳ，２ｃ＋ｃ＝

３ＣＥＳ以下順に、ＣＥＳ

(2)ａ＋ｂはａ＋ｂ＞Ｏかａ＋ｂ＝Ｏかａ＋ｂ＜O

のいずれである。

（i）ａ＋ｂ＞ＯとするとａＥＳｂＥＳ

．..ａ＋ｂＥＳ

ｂ＜ＯよりＯ＜ａ＋ｂ＜ａ

これはａがＳに含まれる最小の正の整数であ

ることに反する。．..ａ＋ｂ力０

（ｉＤａ＋ｂ＜０とするとａ＋ｂｅＳ

ａ＞０よりｂ＜ａ＋ｂ＜O

これはｂがＳに含まれる最大の負の整数であ

ることに反する。

．．.ａ＋ｂ４０（iXii)よりａ＋ｂ＝Ｏ

(3)Ｐをａで割った商をｑ余りをｒとすると

ｐ＝ａｑ＋ｒＯ≦ｒ＜ａ

ｒ＝ｐ－ａｑ(2)より－ａ＝ｂ、.．ｒ＝

ｐ＋ｂｑｐＥＳｂｑＥＳよりｒＥＳ

また，ここでｒ≠０とするとＯ＜ｒ＜ａよりａ

が最小の正の整数であることに反する．..「＝０

よってｐ＝ａｑ

即ち任意の整数ｐはａの倍数である。

画
(1)ax5＋ｂｘ４＋ｃが＋ｄｘ２＋ｅｘ＋ｆにおいて，

ａ，ｂ，ｃ，。，ｅ，ｆはＯまたは１をとる値で

あるし，兀励の係数がどれか１つでも異なると別の

異なる多項式となるから，Ａの要素の個数は，

２６＝64個となる。

(2)(i）ｇ(工)＝ａｘ`＋ｂｘ`＋ｃｘ３＋ｄｘ２十ｅｘ＋

ｆとおくと，ｇ(o)＝ｆとなるから，ｆは０と１

よりＡＩＯ)=(0,,}よってAIO)の個数は２
個。

（ii）Ａ(1)の最大数は，ｇ(x)＝ｘ５＋Ｘ`＋ｘ,＋Ｘｚ＋

ｘ＋ｌのとき，ｇ(1)＝６であり，最小数は，

‘(!=:朧(W2F蕊,洞)で。
個数は７個。

ＯｉＯｇ(x)＝ａＸ`＋ｂ工`＋cx3＋ｄ兀邇＋ｅｘ

＋ｆにおいて，

ｇ(2)＝ａ２５＋ｂ､24＋ｃ、23十。､22＋ｅ、２

＋ｆとなり，ａ，ｂ，ｃ，。，ｅ，ｆはＯと１

の値しかとらないから，これは２進数ａｂｃｄ

ｅｆと一致する。Ａ(2)の最大数は２５＋２４＋

回

５次以下のｘの多項式で，どの係数も１また

は０よりなるものをすべて集めて集合を作り，

それをＡで表す。

A=(‘…ｴｨ十.漆十.襲璽+・藤+〔
い，bに,。。,fはO…,）
ただし，０＝Ｏｚ５＋Ｏｘ４＋0.え3＋Orz＋０．x

＋０．１＝0.x5＋ＯＸ４＋0.ｘ３＋０．兆2＋０．ｘ

＋１と見なして，Ｏと１もＡの要素とする。

(1)Ａは何個の多項式よりなる集合か｡(Ａの要

素の個数を求めよ｡）

'２１ヨが実数のとき,巣合A(鋤をA(‘)=(g(｡）
’9(難)EA)とおく｡(g(藤)がAの要素のと
き，ｇ(汀)ＥＡまたはＡヨｇ(工)とかく）。この

とき，（i)Ａ(｡)の要素の個数を求めよ。（ii)Ａ(1)

の要素の個数を求めよ。OiOA(2)の要素の個数

を求めよ。

糊;仁(1)｢'郷`撫鯛
個。

回

Ｘをある集合とする。ａ，ｂＥＸに対して，

ａとｂの距離を。（ａ，ｂ)で表わすことにする。

ここで距離とは次の三つをみたすものとする。

(i)。（ａ，ｂ)≧Ｏであり，。（ａ，ｂ)＝０今ａ＝

ｂ，さらにａ＝ｂ－ｄ（ａ，ｂ)＝０

(ii)。（ａ，ｂ）＝。（ｂ，ａ）

－１１６－



6iOd（ａ，ｃ）≦。（ａ，ｂ)＋ｄ（ｂ，ｃ）（ａ，ｂ，

ｃＥＸ）

この。（ａ，ｂ）を使って。'(ａ，ｂ）次のように

定めると。'(ａ，ｂ）もまたａとｂの距離になる

ことを次の順序で示せ。

。'(a,b)=,綿P:）
(1)。'(ａ，ｂ)≧０であり。'(ａ，ｂ)＝Ｏ今

ａ＝ｂ，さらにａ＝ｂ今。'(ａ，ｂ)＝Ｏであ

ることを示せ。

(2)。'(ａ，ｂ)＝。'(ｂ，ａ）

(3)ｒ,≧０，ｒ２≧０，ｒ３≧Ｏのとき

y=丁睾ぞ(x≧0)が増加関数であるから

丁煮≦T器÷F了
よって。'(ａ，ｂ)十．'(ｂ，ｃ)＝

一二一十一エニ≧-エーーｄ'（ａ，ｃ）
１＋Ｔ‐１＋ｒ＿１＋ｒ③１＋ｒ３１＋ｒ２ｌ＋ｒＢ

(証明終り）

丁÷FT+声丙薑,=Fff崇冒)醤示
せ。

(4)(3)と関数y＝fい)=〒監下(灘は灘≧Oであ
る定数）が増加関数であることを使って

。,（ａ，ｃ）≦｡,（ａ，ｂ）＋d,（ｂ，ｃ）である

ことを示せ。

匠邇
(1)，（2)はほとんど明らかである。

価の性質を示すには，(3)を。（ａ，ｂ)＝ｒ,，。（ｂ，

ｃ）＝ｒ2，．（ａ，ｃ）＝ｒ３として使うことがポイ

ントである｡また,関数y=でﾐﾆ房が増加関数であ
るからｒ３≦ｒ,＋T2であることを使って(4)が証

明できる。（i)，（ii)，６mをみたす，ｄがrにあると

き，ズを距離空間という。

画
(1)。（ａ，ｂ)≧Ｏであるから１＋ｄい，ｂ)＞０゜

よって｡,(a,b)=,奇岩島)薑０
(2)ｒｕ≧０，ｒ２≧０，ｒ３≧Ｏのとき

諾丁≧rT器~ﾃ`丁岩冒鬘rT肯LF-ﾃｮした

がって,Ｔｆ｣7丁+r岩丁≧rT諸~；,＋
唾＝ｒ’十ｒｚ

１＋ｒ】＋ｒ２１＋ｒ，＋ｒ２

(3)ｒ】＝。（ａ，ｂＬｒ２＝．（ｂ１ｃＬｒ,＝。（ａ，

ｃ）とおくとIiOよりｒ３≦ｒｊ＋ｒ２

－１１７－



第５回

北海道高等学校数学コンテス |、

採 点 終を え て

昭和62年１月１５日(木)実施

北海道算数数学教育会高等学校部会

－１１８－



第５回「数学コンテスト」を終えて

高 田昭二北数教高校部会長

昭和58年１月に第１回「数学コンテスト」を実施して以来今年で第５回目の数学コ

ンテストを終えました。

今回も道内の各地区の多くの高等学校から意欲的な多数の高校生諸君の参加を得

て，実施することができましたのは，喜びにたえません。このコンテストを主催して

いる北海道算数数学教育会（北数教）高校部会は道内の高等学校で数学を教えている

先生方が，生徒の学力を向上させるために様々な研究を進めている団体です。ここの

先生方の話し合いの中で現在の数学教育に何を補うとよいかを考えて「数学コンテス

ト」を実施することになったのです。

論理的思考力や発展的創造的な考え方，直観力を養うことを目的として，大学の先

生や高等学校部会研究部の先生方が出題しております。昨年に引き続き参加した人も

相当いるようですが，１年生の諸君は来年も是非参加していただきたい。このような

数学コンテスト（数学オリンピックと呼ぶ国もある｡）はソビエット（1933年より）米

国，ハンガリー等で実施されておりますが，これらの参加者の中から世界的な数学の

大学者が数多く生まれております。私達のコンテストは生徒の資質の向上能力のある

生徒の発見と開発することを，ねらいとしていますが，欧米のそれに劣らない効果も

期待しています。これからも一層精進に精進を重ね更に数学的素養を高め大成してい

ただきたいと思っています。

今回も道教育委員会，札幌市教育委員会，北海道高等学校長協会の暖かいご理解が

ありましたし，北海道新聞社,福武書店の御支援は何よりも心強いものでありました。

然し何といっても第５回コンテストを成功のうちに終えることができましたのは，出

題・採点と運営に携わる大学の先生，北数教高校部会研究部の方々の奉仕的な御活動

によるものです。深く敬意を表し，今後のご理解，ご協力をお願いする次第です。

この資料を今後の学習に役立てていただければ幸いです。

－１１９－
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第５回北海道高等学校数学コンテスト

度数分布表（１）度数分布表(2)

－１２０－

階級 問１ 問２ 問３ 問４ 問５

4０－４０ １１ 1７ ８ 5３ 2０

3６－３９ １ ９ ２ 1２ ２

3２－３５ ２ 1５ ６ ４ 1０

2８－３１ ７ 2５ ６ １７ 4１

2４－２７ 1３ 1９ 1 ３ １４

2０－２３ 3５ 4７ 1３ 1９ 3８

1６－１９ ７ 6９ 1４ ３ 2４

1２－１５ 3０ 4２ ７ 1６

８－１１ ９ 2９ 1６ 8５ 2６

４－７ 7０ 4４ 134 1２ 1１

０－３ 183 5２ 161 160 166

人数 368 368 368 368 368

合計 2895 6111 2258 4610 4571

平均 7.9 1６．６ ６．１ 1２．５ 1２．４

Ｓ・， 1０．３５ 1０．８９ ９．２４ 14.96 13.18

階級 合計

180-199 ３

160-179 ６

140-159 1１

120-139 1８

100-119 1４

8０－９９ 2６

6０－７９ 5２

4０－５９ 8７

2０－３９ 8２

０－１９ 6９

－－１

人数 368

合計 20445

平均 5５．６

Ｓ・， 41.34



□ げるか。

(2)１０５秒時から135秒時まで連続点灯のものが３

個の場合と２個の場合になる（135秒に新たに２

個点灯が加わる場合と１個消灯し新たに３個点灯

する場合）だけとつかみ，それぞれ15.5秒時を吟

味して結論を出す。実例でやるとき，２～４個だ

けを挙げても駄目，０，１，５，６個がないこと

の確認が必要。

ある装置に６個の電球が取りつけられてい

て，それぞれの遜球は他の電球とは全く無関係

に，次の規則に従って点滅するようになってい

る。

規則「スイッチを入れてから４秒後からどの

電灯にも全く偶然に点灯のチャンスが訪れ，こ

のチャンスはまだ点灯していない電球には毎秒

訪れるものとする。一度点灯した電球は丁度５

秒点灯した後消えて，最初のスイッチを入れた

ときの状態に戻る｡｣さて，スイッチを入れてか

ら10.5秒後に装置を観察したところ６個のうち

３個が点灯していた。

(1)13.5秒後には何個の電球が灯点しているだ

ろうか，可能性のある数をすべて挙げよ。

(2)更に13.5秒後の観察で５個の髄球が点灯し

ているのが囲められた。15.5秒後には何個の

電球が点灯しているだろうか，可能性のある

数をすべて挙げよ。

例えば丁度５秒に点灯した電球は実線が点

灯，点線が消えているとすると下図となる。

５６７８９１０１１１２１３１４

○・一…＋－……卜……Ｉ

回

鋭角三角形ＡＢＣの垂心をＨとする。３辺Ｂ

ＣＣＡ，ＡＢに関するＨの対称点を，それぞ

れＰ，Ｑ，Ｒとするとき，次の各問に答えよ。

問１：Ｐ，Ｑ，Ｒは△ＡＢＣの外接円周上にあ

る，このことをＰについて証明せよ。

問２：ＰＱとＣＡの交点を』とすれば≧ＣＨ

Ｊ＝４ｃＱＰとなることを証明せよ。

問３：ＰＲとＡＢの交点をＫとすれば．Ｋ，Ｈ，

Ｊは一直線上にあることを証明せよ。

注ｌ：１問毎に解答には必ず図をつけよ。ｆＴｅｅ

ｈａｎｄでよい。

注２：垂心とは三角形の各頂点から対辺に下し

た垂線の交点でそれは唯１点である。

配点

間１１３点図３点証明文１０点

問２１４点図４点証明文１０点

問３１３点図３点証明文１０点

○証明文が無く図だけのときは１点減点

問３の図で円のないときは１点減点

○以上で減点されていても証明文３題共完答のと

きは減点せずbonusとして戻す。、

図の三角形が，特別形で特に正三角形にみえる時

注意するが減点はしない。

数学という鯛学科"の知識や経験が全くなくても，

人並みの思考力さえあれば，小学生で十分解決でき

る問題です。数学の各学科の公式や計算法や諸知識

に乱されない藏なまの数学的思考力雨（といっても結

局は単純な推理力）を問う，といった，本コンテス

トの趣旨に100％そった問題でした。

鋼評

配点は(1)，(2)各20点、結論のみ書いたもの（本当

は途中がなければ答案にはならないのですが）は７

点としました。つり合い上途中間違っているが結論

の正しいものも、正しい結論に達した上での説明表

現段階での失敗として７点としました。

ただ，採点者は廓暗号文，暗号麦雨の解読専門家

ではありません。数式で処理できる問題でなかった

ので，他人には一寸わからぬ答案ばかりが続出しま

した。

図に点を与える理由

問題の意味を図で表現する能力は生徒達に不足し

ていると考えられるので与えることにした。然し逆

に図にかいておけば説明の必要がないと考えている

生徒も多い。これは厨図の通り厨厨図によって菌など

と出題される形式の欠点であると考える。問題文中

に与えられた点や線の外に自分でつけ加えるときは

必ず証明文の中で明らかにする習慣は重要である。

いつも最悪だと轡いている鰯図みたらワカルベ”は

絶対に不可。

（解答について）

(1)10.5秒時点灯しているもの,消灯しているもの，

２種どちらも13.5秒時には点灯していることも消

灯していることもある。を説明して結論を出すか，

0個～６個の実例を１つずつ（各１つで十分）拳

－１２１－



出題の意図

線対称移動（折り返し）についての知識がどの程

度あり，またそれを証明にどの程度使えるかをみる

ために出した。円周角についても同様である。

れを使って数行で済むのであるが，そこまでは行け

なかったらしい。次に一般的の注意。

ベヵラズ集

１．循環論法

これはよく誤まるもので，問１ではＰが外接円周

上にあることにして証明を進めていく，問３でも

Ｋ，Ｈ，Ｊが一直線上にあることにしてやっていく。

２．点をローマ小文字で表わす

そうしていけないという現HIIはないし実際に大学

教授が著書の中で使っている例もあるので困るが一

応高校生としては，大文字は点，小文字は線，ギリ

シャ小文字は角としておいた方が混乱しない。

３．特殊形の図をかく

この問題で，三角形を正三角形にみえるようにか

いてはいけない。それは証明で．うっかりしてもと

もと正三角形と錯覚して証明する。そのようにした

者が10数名いた。与えられた三角形を始めから正三

角形と，きめつけて問３まで，ていねいに正しく証

明した者もいるが，それは無限にある種類のうち，

ただ－種類について，どんなに正しく証明しても，

ほとんど0点の価値しかない。

４．合同を文章で鶴〈

蔵△ＢＨＣと△ＢＰＣは合同である祠と文章で書く

のは正確を欠くことになって不可。これは必らず△

ＢＨＣ＝△ＢＰＣと＝を使わなければならない。＝で

は両辺の三角形で点の順序が同じでなければならな

い。もし上式が正しいなら△ＨＢＣ＝△ＢＰＣは誤と

なる。

＝には，そｌしだけのきびしさが要求される。

のも同じきびしさを持つ。

＝にはそれがない。△ＨＢＣ＝△ＢＰＣ

は，２つの三角形の面縦が等しいことを示すもので

あって点の順序に無関係である。解答者の中に＝と

すべき所を＝とした者もいたが１本足りなかったで

はすまされない。意味が違うのだ。前にもどって△

ＢＨＣ＝△ＢＰＣのとき,,△ＨＢＣと△ＢＰＣは合同

である肩とその合同で，対応頂点，対応辺がどうな

っているか不明である。

だから必らず＝を使うべきなのである。

最良解答例

コンテスト実施後直ぐ渡したパンフレット蔵解答

と解説廓にかいてあるので，省略する。証明文は別

の書きかたもあるが高々２行位の追加ですむのであ

って，解答用紙に可成の余白が出るとの予想であっ

た。

参加者の解答について

ここで．これから使う必要上，用語を規定してお

く。

初等幾何：中学校で習っている図形に関する学習

（特に平面に限っておく）の対象。

座標幾何：高校，数学Ｉで学習する"平面図形と式“

三角関数：高校，数学Ｉでの雨三角比”と基礎解析

での雨三角関数雨

あと，ベクトルはそのまま。

各題についての概観

○問１について

参加者が殿も苦労したのは問ｌであった。証明.文

１行でもかいた者は約270名,そのうち座標幾何で解

いた者は44名，正解者６名，これらは計算に自信の

ある生徒達，特に正解者は抜群の計算力所有者であ

る。三角関数で４名，ベクトルで２名，どちらも成

功しなかった。証明に手をつけない者約100名，つま

り出題者の予想に反して問ｌに手こずったわけであ

る。

約230名は初等幾何でやっているが最多方法は三

角形の合同定理，線対称移動で処理した者は５名ま

でなかった。三角形の相似利用は数名。

○問２について

これは全員が初等幾何で証明していて問１を投げ

てもこれをうまく証明した者もいた｡正解者が150名

ほどでも知られるように参加者にとって楽な問題で

あったらしい。ここでも線対称移動でほんの２，３

行で済む。これで処理した者も数名いたが，多くは

三角形の合同定理を使って複雑にしていた。

座標幾何での注意

問ｌを座標幾何で処理した者は計算に参っただろ

うと思う。それはこの問題では損である。然し一般

に座標幾何の要領としては次の通り。

１座標を与える文字は，できるだけ少ない数に

すること。問１であったらＡ（０，α）Ｂ（６．０ハＣ

（c，ｏ）だけでよい。ＨＰはそれらできまってく

○問３について

前２題（特に問１）に精力使い果して，ここまで

手が届かなかった感じがする。それでも正解者は２５

名と，仲々である。これも問２が解けていれば，そ

－１２２－



(3)，ＥＳ,，＞Ｏである任意のｐに対してｐ

はａの倍数（ｐ＝9a）であることを示せ。

（ヒント：，＝9a＋ｒを利用する方法もある｡）

る。この三文字でも大変，ましてsuffixなどつけた

ら６文字となって苦労は２倍ではなく２乗になる。

２定点に与える座標に，ｘ,ｙ,ｚなど使ってなら

ない。直線の式などで混乱する。

調評

集合Ｓを整数全体の集合と感違いをした答案が

大変多かった｡Ａ＝(－２，１，３)Ｂ＝(--÷，
1,÷)とあるとＡは整数の集合,Ｂは有理数の架
合である。Ｓを整数全体の集合と考えたため，

(1)では〃ＣＥＳを証明するのに〃ｃが整数であれ

ば十分である。

(2)ではａ＝１，ｂ＝－１だからａ＋ｂ＝Ｏ

(3)ではＰ＝ａ９＝９（...ａ＝１）.．､ＰＥＳ

となり推論は間違っていないが，最初の条件を間違

ってしまったためすべてが違うものになっていた。

まことに残念である。いつも条件の吟味を十分にす

るように心掛けるようにしてほしい。

(1)２年生以上の生徒で数学的帰納法で証明した答

案があった厳密で望ましいと思う，１年生の受験生

も心にとめておいてほしい。

（2)は解答例と考え方が皆同じであった。

(3)ｂ殆ど解答例と同じ考え方で証明していたが(2)

のａ＋ｂ＝Ｏを利用して

Ｐ＝a9＋ｒＥＳ（Ｏ＜r＜ａＬｂ９ＥＳ

．.．，＋b9＝（a＋b）９＋r＝ｒＥＳ

ｒ＜ａより不合理とするのと，

ｒ＝Ｐ－ａ９＝'十ｂ９ＥＳとしたのは大体半々であ

った。いずれにしても(ｲ)で与えられている条件は

（＋ｍｅｓであって，０－ｍはＳの要素かどうかは

解らない。与えられた条件から証明することを身に

つけてほしい。(1)(2X3)より結局Ｓはａの整数倍（正

負０）の集合である。４０点の満点をとった人は金野

敬男君（札束）田中現芳君（札南）三浦淳君（札南）

宮本教司君（札北）山口大輔君（札北）高畑義啓君，

大島道子君（岩東）大島環君（岩見沢明成中）の８

名で解答の仕方は大同小異でどの答案も優劣がつけ

がたい。スペースの関係で解答例と違いの大きい高

畑義啓の答案を載せておく，参考にしてほしい。

図のかきかた

１問題で与えられた点や直線があるとき新しく

つけ加える点直線は，できるだけ少なくすること。

問１ではＡ，Ｂ，Ｃ，Ｐ,Ｑ，Ｒのほか新しい点はつけ

加えないこと。これは問２，問３でも同様である。

２問１で，もし外接円をかいたならＰ,ＱＲが

その円上にないようにしておくと証明を誤りなくす

るためによい。

図形移勤について

この問題は３つとも，線対称移動を知っていれば

（これは中学校で既習）解答例のように，すごくか

んたんに処理できるものである。線対称にはものす

ごい力がある／【或図形があって，或直線を軸とし

て，その図形を対称移動（折り返し）したとき，２

つの図形で対応する角の大きさ，線分の長さは等し

い｡】

参加者のほとんど全員が三角形の合同を何度も使

って複雑な証明をしているのは，やはり中学であま

り多くの練習をしないからであって無理もないと思

う。線対称移動は，平行移動，回転移動とともに合

同のままで図形を移動する操作であり，もともと合

同である。合同でなく，拡大，縮小させる相似移動

という操作もあって，この４つは初等幾何問題解法

に重要な基本操作である。このほかに葱平行線によ

る等（面）槻移動…円周による等角移動…円周に

よる等線分積等線分比でもよい雨などあって，どれ

も中学で習う易しい学習である。これに慣れていれ

ば高校での数学に強力に役立つということについて

昨年10月北海道算数数学研究大会で高校部会研究部

の坂下研究員が発表している。興味ある者は，自分

の学校の数学の先生に借りて読んでみることをすす

める。強くなるぞお／／／

回

解答例

(1)ＣＥＳのとき〃CＥＳ（〃は正の整数）……④

(i）〃＝１のとき

〃c＝ｃであるから〃ＣＥＳ

④が成り立つ。

(ii）〃＝ん（んは正の整数）のとき④が成り立つと仮

定するとＡｃＥＳ

〃＝ん＋１のとき

（ｈ＋１）ｃ＝AC＋ｃ条件(ｲ)より

Ｓは整数の集合で(ｲ),(ﾛ)を満たすものとする。

(ｲ）ＣＥＳ，ｍｅｓのときＣ＋ｍｅｓ（，が

Ｓの要紫のとき，ＥＳと表わす)。

(ﾛ）Ｓは正の整数と負の整数を含み般小の正

の整数はａ，最大の負の整数はｂである。

(1)ＣＥＳのとき、ＣＥＳ（ｎは正の整数）で

あることを示せ。

(2)ａ＋ｂ＝Ｏを示せ。
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虻十ＣＥＳすなわち（ん＋１）ＣＥＳ

したがって,2＝AP＋１のとき④が成り立つ。

(iXii)より④は任意の正の整数〃について成り立つ。

(2)ａ＋ｂ＝Ｏ￣ｌａｌ＝｜ｂｌ

Ｉａｌ≠ｌｂＩと仮定すると

(i）Ｉａｌ＞Ｉｂｌの場合

ａ＋ｂＥＳＯ＜ａ＋ｂ＜ａ

となり，ａがＳに含まれる般小の正の整数である

ことに反する。

(ii）Ｉａｌ＜ｌｂｌの場合

ａ＋ｂＥＳｂ＜ａ＋ｂ＜Ｏ

となりｂがＳに含まれる最大の負の整数である

ことに反する。

（i)(ibよりｌａｌ≠ｌｂｌと仮定すると矛循が生ず

る

．.､ｌａｌ＝｜ｂｌすなわちａ＋b＝Ｏ

(3)ﾉｳｷ9ａ（９は正の整数）と仮定すると

カーsa＋ｒ（０＜r＜a，ｒは整数）

と表せる。このとき

ｂＥＳよりｓｂＥＳ

ｐ＋sb＝s(a＋b)＋r＝ｒ

条件(ｲ)よりｒＥＳ

これはａがＳに含まれる獺:小の正の整数である

ことに反する。．..『＝０．．．，＝qra

すなわちｐはａの倍数である。

講評

(1)多項式の意味も，災合の意味も良く理解してお

り，題意を良くつかんでいて全体的に高得点であ

った。一部の人だが，多項式の中に単項式も含ま

れるのを見落していた人がいた。ただし瞥きにも

あるように，Ｏも１６Ａの要素であり，もちろん

ｘ＝O難5＋0郡`＋Or3＋０兆2＋1ｪ＋ＯよりｘＥＡで

ある。

大部分の人が，順列の考え方で，２`＝64と求め

ていたが，中には64個の多項式をすべて書き出し

ていた豪傑がいた。

(2)（１）とは異なり，架合Ａ(α)の意味が理解出来て

いない人が多かった｡(1)で集合Ａは64個の要素か

らなる集合で，Ａは変化しません。ｇ(ｴ）ＥＡの

意味は，６４個のｇ(x）について調べなさいという

ことで，その64個のｇ(x）についてｇ(α）の値を

調べればよい。(1)，(2)の採点を終えて，一番蝋し

〈思った事は,高得点者が大変多かったことです。

一部の高校に高得点者が多かったということでは

なく，受験したほとんどの高校に各々満点者（４０

点）がいたことは特鉱すべき事だと思われる。さ

らに，中学生がただ一人受験しており，今後が楽

しみである｡その解答例を鮫せて講評を終ります。

解答例

（岩見沢市立明成中学校２年Ｂ組大島潔）

(1)２６＝64個

(2)（i)Ａ（０）はＯ又は１より２個

（iDA（１）＝（０，１，２，３，４，５，６｝

Ａ（１）の要索は７個

OiOA（２）＝α2s＋62`＋c23十．22＋②2＋／

＝ａｂｃｄｅｆ（２）

よりＡ（２）の股大の要素は

２５＋24＋23＋２２＋２＋１

－２⑥－１

回

５次以下のxの多項式で,どの係数も１または

Ｏよりなるものをすべて集めて集合を作り，そ

れをＡで表す。

Ａ＝(“s＋hx`＋ば3＋土2＋錬十.プ｜α，６，ｃ，

。，ｅ，／はＯまたは１）

ただし

Ｏ＝Ox5＋0難o＋Or3＋O工2＋Oえ＋０，

１＝Ox5＋0が＋Ox3＋OX2＋0x＋１

と見なして，０と１６Ａの要素とする.

(1)Ａは何個の多項式よりなる集合か。（Ａの

要素の個数を求めよ｡）

(2)αが実数のとき，集合Ａ(α)をＡ(α)＝{ｇ
（cｚＭｇ（x）ＥＡ）

とおく。（９（ｒ）がＡの要素のとき，９脚

ＥＡまたはＡヨ９（r）とかく）このとき

（i)Ａ（Ｏ）の要素の個数を求めよ。

（iDA（１）の要素の個数を求めよ。

（iiDA（２）の要素の個数を求めよ。

￣２－１

＝２６－１

＝６３

又，最小の要素はＯ

すべての整数は２進法で表すことができるので

Ａ(2)の要素は，０以上63以下のすべての整数。

．.､64個ある。

(１９８７．２．２．ＭＯＮ・ＫＮ記）

回

Ｘをある集合とする。ａ，ｂＥＸに対して，ａ

とｂの距離を。（a，ｂ）で表わすことにする。
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ここで距離とは次の三つをみたすものとする。

(i)。(a，ｂ)≧Ｏであり，。(a，ｂ)＝ＯＣａ＝b，

さらにａ＝ｂ●。（a，ｂ)＝O

6i)。（a，ｂ)＝。（b，ａ）

OiOd（a，ｃ)≦。（a，ｂ)＋ｄ(b，ｃ）（a，ｂ，ｃＥ

Ｘ）

この。（a，ｂ）を使って。’（a，ｂ）次のよう

に定めると。,（a，ｂ）もまたａとｂの距離にな

ることを次の順序で示せ。

。(a,b)＝,砦iaP)b）
(1)。'(a，ｂ)≧Ｏであり。'(a，ｂ)＝Ｏ･ａ＝b，

さらにａ＝ｂＣｄ,(a，ｂ)＝Ｏであることを示

せ。

(2)。,(a，ｂ)＝｡,(b，ａ）

(3)ｒ,≧ｑｒ２≧Ｏゥｒ３≧Ｏのとき

)，Ｂ(ｂｍｂ２)に対してＡＢ＝

などである。しかし，距離と

平面上の２点,Ａ(a,，ａ２ＬＢ(b1，

(ａ８－ｂｎ)苫十（az-bz)。

いうものを，ある染合Ｘ上で考えたいときには，も

ちろん座標などはないのだから，自然に，ある公理

をみたすものｄを距離と呼ぶようになってしまう。

これが問題中のｄであり，公理は(iXii)diDである。し

たがって，Ｘ上にある距離は１つではない。そこで

｡'を。'(a,b)＝1／１．１－．(a，ｂ)で定めると，それがま

た距離になる。だから，同じ集合Ｘでも，どの距離

を考えるかによって全くちがうものとして考えなけ

ればならなくなる。これが，距離空間とよばれるも

のである。

ところで，問いの解答のほうであるが，距離をユ

ークリッドの距離で考えている者がかなりいたが上

記の説明のように，まちがいである。満点のものも

かなI〕いた。しかし，ユニークなものはあまりなく，

「解答と解説」で示したとうりのものがほとんどで

あった｡｣それから，(1)の証明では，仮定がなんであ

るかを理解していない｡。'(a,ｂ)＝Ｏ･ａ＝ｂを示す

のだから，当然,。'(a,ｂ)＝０が仮定である。ところ

が，

。(a，ｂ)＝Ｏよ'〕……とするものが多かった。

余談ではあるが、距離空lIllに関することは,現代

数学では，よく見かける考え方である。さらに，位

相空間（topoloyicalspace〉などと呼ばれる，わけ

のわからないものもあるが，あまりくだらないもの

命+命薑ﾙ,鶚箒璽)を示せ。

(4)(3)とIHI数y=f(x)=命(xはx≧０であ
る定数)が噛加関数であることを使って。(a，

ｃ)≦｡'(a，ｂ)＋ｄ(b，ｃ)であることを示せ。

問題の意味がわかったものには，前半はやさしか

ったであろう。逆に，意味がわからなかったものに

は,何をどうしてよいか見当もつかなかったようだ。

ここで，距離空1111について，少し説明したいと思う。

我々がよく知っている距離は，直線，平面，空'111で

のユークリッドの距離である。これは，たとえば， (以上）と思わず，興味をもってほしい。
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