
第１４回

北海道高等学校数学． 卜ンテス

題百

平成８年１月１２日(金）

9時00分～12時30分(210分）

北海道算数数学教育会高等学校部会



問題１左図は．心臓の断面である。全身より大

静脈に集まった血液は，右心房にたまり，右心室の
さんぜん

拡張ともに,三尖弁に]を通って右心室(こ流入した後，

右心室の収縮により,右心室から肺動脈弁口を経て，

肺動脈に送られる。

(1)大静脈より，右心房に絶えず一定の血液が流入し

ている｡健康な時は丁:U秒顛4P房は血液で
充満されるが，今，大静脈に狭窄があり血流が

悪くなったため,健康時よりも丁:T秒右心房
に血液が充満されるのが遅くなった。健康時と

大静脈狭窄時との血液流人量の比を求めよ。

(2)右心房が血流で充満すると，血液は三尖弁口を

通って右心室へ送られるが，三尖弁口が狭くな

り,;U秒で右心房の血液はなくなるが三尖
弁口を2倍に広げると命秒でなくなった。
三尖弁口を何倍に広げると命秒で,右心房
の血液は右心室に全て送り出されるか。

(3)右心室に充満した血液は，右心室の収縮により肺

動脈弁口を通って，肺動脈によって肺に送られ

る。肺の手術のため，左肺動脈を閉鎖し，右肺

動脈だけで右心室から血液を送り出せば，右肺

動脈を閉鎖し，左肺動脈だけで血液を送り出す

よりも令秒多くかかり閉鎖せず左右両肺動
脈で血液を送り出す場合より希秒多くかかる。

（i）左肺動脈を閉鎖し，右肺動脈だけの時右心室か

ら血液を送り出すのに何秒かかるか。

（ii）右肺動脈を閉鎖し，左肺動脈だけの時，右心室

から血液を送り出すのに何秒かかるか。

ｲｊＭｉ助派

Ｉ
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櫻
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IilIill脈か

(1)（・疋の|Ⅲ液）

狭報

(2) （一定の'111液）

(3)

瀞
問題２△ＡＢＣがあってどＢ＝２二Ｃとなっている。

(1)ＣＢの延長上にＡＢ＝ＢＤとなるように点りを取れ。

注：点りは解答用紙に与えられてある△ＡＢＣの図をもとにして取ること。

ｆｒｅｅｈａｎｄでよい。尚(2)(3)に必要な図も，この図につけ加える。

(2)ＤＡ２＝ＤＢ･ＣＤが成り立つことを証明せよ。

(3)ＡＣ2＝ＡＢ(ＡＢ＋ＢＣ）で成り立つことを証明せよ。

１
１

２
３

１
Ｉ
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問題３次の間に答えよ。

(1)整数'１に対して，入~＝３几２－，－２は偶数となることを示せ。

(2)整数α，６，ｃに対して／（工）＝αェ2-F6r〒ｃとおく。

（ｴ１／（１），／（２）が偶数となるとき，

ｍｕ－６，ｃの値が偶数であることを示せ。

（ｲ）／（３）の値が偶数となることを示せ。

②ある整数ｈに対して，／（ん)，／（ん＋ｌ）が偶数になるとき，

㈲α＋６，ｃの値が偶数であることを示せ。

（ｲ）任意の整数〃に対して，／（〃）の値が偶数となることを示せ。

問題４

(1)‘が正の実数のとき,α-t÷＋の取りうる値の範囲を求めよ。
また｡…千十が最小になるときの`の値を求めよ。

(2)図Ｉのような曲面の壁があり，真横から見た断

面は図Ⅱのようにy＝÷(蕊〉0)で表せる。
この曲面を円筒型のローラを用いて図Ⅱのよう

に塗装する。ローラの半径をなるべく大きくし

たいのだが，大きすぎると図、のように塗装で

きない部分ができてしまう。点（１，１）の部

分を塗装できるようなローラの最大半径を求め

よ。

注意：点（１，１）を塗ることができれば他

の部分はすべて塗れることは証明しなくてもよ

い。また図Ⅱ，Ⅲの断面図で考えればよい。

ここ｢

問題５次の各問に答えよ。

(1)任意の実数α，６に対して，ｌｌａｌ－ｌ６１１≦|α－６１が成り立つことを示せ。

(2)関数/(工)を／(’｡=|告lxl-21と定める｡任意の実数α'６に対して’
’八｡)-/(6)'≦÷'α-6'が成り立つことを示せ。

(3)関数９（虻)を，９（苑）＝／（／（八苑））)と定める｡任意の実数α’６に対して’

’９ｍ)-,(6)'≦☆'＠-6'が成り立つことを示せ。
(4)実数ｓ，ｔが，９（ｓ）＝ｓかつ９（ｔ）＝ｔを満たすとき，．ｓ＝ｔとなること

を示せ。

(5)実数LLが，／（LL）＝ｕを満たすならば，ｇ（ｕ）＝皿となることを示せ。

(6)方程式９（苑）＝工を解け。

－３０２－
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田 ｢蕾碩焉１
未知数を文字を魁き換え，ｌｆＬく処理できるかど

うかの問題。

｢j扉譽５１１
(1)（単位時'111のIhl液流人iii）

（IHI液が充満するのに饗する時１１（１）

の関係を用いる。

健康な時右心房に血液が充満される時間：

丁:５秒
静脈狭窄時のｲr心房に血液が充満されるＩｌｖＵ：

舟U'而秒
従って，

健康''ｻﾞは1秒ＩＭＩに｣１４静脈狭窄'１驍は￥の
lhl液流人壁がある。

」健康lMi:静脈狭縞'１ｷｰ響:半睾8:５

ｈ鮎助風
左図は，心臓の断面であ

る。全身より大静脈に梁

鰄まった血液は，右心房にた

赫翻,石心室の拡張ともに,
三尖弁口を通って右心室に

流入した後，右心室の収縮

により，右心室からIli動脈

弁口を経て，肺動脈に送ら

れる。

（１）大静脈より，右心房に

絶えず一定の血液が流入

している。健康な時は

命秒で右心房は血液
で充満されるが，今，人

』よ強<

静脈Iこ狭窄がありｌｉｌｌ流が

悪くなったため，健康時

（・正のImh）

虜
伏

よりも猯秒右心房に血液が充満されるのが
遅くなった。健康時と大静脈狭窄時との血液流

人量の比を求めよ。

（２）右心房が血流で充満す
Ｃ雄の血Ｈ１）

単位時間の三二尖弁I｣血液通過量と，大静脈から

右心房への](Ⅱ液流人１５tを未知数として(1)の関係を

川いて同様に考える。

右心房が血液で充満し，三尖弁口を通りはじめ

るまでの右心房の1,1液11ｔをα’１秒間に玉尖弁｢１

を通る血液戯をｒ’１秒間に大静脈からの右心房

への血液流人Biをｙとおくと，

(2)

ると，血液は三尖弁11を

通って右心室へ送られる

が，三尖弁、が狭くなり

ＴｉＴ秒で右心房の血液
はなくなるが，頁尖弁11

を2倍に広げるとＴｉＴ
秒でなくなった。三尖弁

α７α３
－－－．．….①－－－……②
工一ｙｌＯＯ２工一ｙｌＯＯ

①，②からαを消去すると

。二六(難-ツルＴＩＤ(2筵-y）
工＝４ｙ．..xツー４：１

三尖弁11を、倍にすると

７(蒜)×一二
α

ｍエーｙｎＵｒ－ｙ

ｒ＝４ﾉｾｿﾆﾉｾを代人

ａ７(４ルー虎）２１ｈ

ｍ工一ｙｌＯＯ(ｍ・４ルノE）－１００(４〃MB-AB）

２１A２１

口を何倍に広げると命秒で,右心房の血液
は右心室に全て送り出されるか。

（３）右心室に充満した101液

は，石心室の収縮によりｌｌｉ

動脈弁口を通って，肺動脈

によって肺に送られる。,,i,ｉ

の手術のため,左iii､,,脈を

閉鎖し，右肺動脈だけで布

心室から,0,液を送りⅡ}せ

ば，右肺動

左肺動脈だけで血液を送り11}すよ脈を閉鎖しん肺動脈だけで血液を送り１１}すよ

りも猯秒多くかかり,閉鎖せず左右ｉｉ１ｉ肺動脈
で血液を送りⅡ'す場合より市秒多くかかる。
(i）左肺動脈を閉鎖し，右肺動脈だけの時有心

室から血液を送り出すのに何秒かかるか。

(ii）右ll11i動脈を閉鎖し，左肺動脈だけの１１#，右

心室からIⅡ液を送り出すのに何秒かかるか。

100(４ｍ－１ＭＢ…100(４ｍ－１）

題意より
２１５

１００(４ｍ－１）￣１００

２１

－J‐ｱﾃＦＴ＝５，２１二一20ｍ－５，２０ｍ－２６

;;=帯L３．..ｎJ豆

1.3倍にする。
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(3)

函（i）右mIi動脈だけで，イ『心室

から血液を送り出すのに兀秒か

かるとすると，左肺動脈だけで

'm流を送り出すのに勇一舟秒
かかり，左右両Iili動脈では，r

-ｈ秒かかる。
右肺動脈の１秒1111の[lⅡ液

流出鼠=÷
左肺動脈の１秒間の1,液

１
流出f謎＝－

２

エー丁、

左右肺動脈の１秒間の血

液流出量＝－１－
７

ｘ－７Ｕ
１１

ｲiHi砧職

(1)園の(2N3)の分まで示してある。

Ａ衝

とめる

(2)ＢＩ泥ＢＡからどＤ＝ごＤＡＢ，どＤ＋盛ＤＡＢ

＝ｚｆＡＢＣ－二２竺Ｃ

、..こり＝どＣ△ＡＤＣ，△ＢＡＤで二角相等

ＡＤＢＡ
△ＡＤＣｃつ△ＢＡＤ－－－

，ＣＡＤ

．..ＤＡ２＝ＡＢ･ＤＣ＝ＤＢ･ＤＣ

別解

、方べき定理、を使えばどＤＡＢ＝砥ＣからＤＡ

は△ＡＢＣの外接円周上の点Ａにおける接線となる

からＤＡ２＝ＤＢ･ＤＣとなる。

然し大多数の者は未習であろう。もしこの定理を

使うならばＤＡの性質を明確に示さなければなら

ない。

－ＬＩ－－－－ｌＩ
工２７

ｚ－ＴＵ工一汀

分母を払って(工一稀)(ｴｲﾄ)＋

ェ(難－１丁ルェ(工一猯）

ェ’淵エー猯－０

…ェ>0より上;6{堅(秒）７ＬＪ６３
ＩＯ

(ii)(i)より,エー猯一旦二L』ZEI1(秒）￣１０

(3)ＡＣ＝ＤＡまた(2)からＡＣ2＝ＤＡ２＝ＤＢ･ＤＣ、

ＤＢ＝ＡＢ

ＤＣ－ＤＢ＋ＢＣ＝ＡＢ＋ＢＣ

．.、ＡＣ2＝ＡＢ（ＡＢｌＢＣ）△ＡＢＣがあってｚＢ＝２孟Ｃとなっている。

(1)ＣＢの延長上にＡＢ＝ＢＤとなるように点

りを取れ。

注：点りは解答川紙に与えられてある△ＡＢ

Ｃの図をもとにして取ること。

frcchandでよい｡尚(2)(3)に必要な'又Iも，

この図につけ加える。

(2)ＤＡ２＝ＤＢ･ＣＤが成り立つことを証Iﾘ}せ

よ。

(3)ＡＣ2二二ＡＢ(ＡＢ+ＢＣ）で成り立つことを

証明せよ。

次の間に答えよ。

(1)整数〃に対して，ノV＝３１U2＋'２＋２は偶数

となることを示せ。

(2)整数α，６，ｃに対してノ（難)＝qr2＋”

＋ｃとおく。

①ノ（１），／（２）が偶数となるとき

、α}６，ｃの値が偶数であることを示

せ。

（ｲ）ノ（３）の値が偶数となることを示せ。

②ある艇数陀に対して，/（ん)，ノ（ん十

１）が偶数になるとき，

、α＋６，ｃの値が偶数であることを示

せ。

（、任意の整数FDに対して，／（〃）の値

が偶数となることを示せ。

鳫碩薫１
ＣＢの延長上に点りをとることによって等角関係

を作り相似三角形によって(2)を証明する。数学Ａで

は、方べきの定理、を習う。これによれば(2)のiiiliIﾘ１

はずっと楽になるが、数学Ａ、での、平面幾何、を

教えない学校が大多数である現場ではこのコンテス

トの参加者にもそれは望まれぬであろう。
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このとき，／(ん十１）‐ノ（ん汁２ａｌＢＩｑ＋

ｂ二２（Ｕｕ）

ゆえに，α１６＝２（Ｕα）－２α〃：２（Ｕ－

ｕｎｈ）

よって，ａｌｂは偶数となる。

次に，α'６は偶数なので，＠ｌｂ＝２ｍとお

く。

ｂ＝２ｍ－αを／（ｈ）の式に代入すると

／（ん）-ロハ2＋（2ｍ‐α)んｌｃ－２Ｌ

ｃ＝２ノ`－２ｍｌＦ－ａｋ(ん－１）

ん(Ａ１）は偶数であるので，よってｃは

偶数である。

(別解）ノセが偶数のとき。/（ん）＝ロハ2＋ｂﾉｾ＋ｃ＝

ん(αハト６〕ＩＣが偶数であることから，

ｈ(αｈ＋６）は偶数なのでｃは偶数となる。

Ａが奇数のとき，／(ん＋１）＝｡(ん’１）２

は６（Ａｌ１）．＋ｃ

＝(ん’１）(αｈｌａｌｂ）＋ｃが偶数である

ことから，

（ん）１）(αｈ＋α｝&）は偶数なのでｃは

偶数となる。

よって，ｃは偶数となる。

(ｲ）ｂ＝２ｍ－αより

ノ（〃）＝α几2十（２ｍ-α)、＋ｃ

＝α几(〃１）＋２，，１で

〃("１)，ｃは偶数なので,よってノ（几）

は偶数となる。

(別解）α－６が偶数であることから，α,ｂは共

に偶数または共に奇数である。

α，ｂが共に偶数のときは明らかに成り立

つｏ

α，ｂがｊＬに奇数のとき，α＝２ｓ１１，６

＝２Ｌ１１とおくと

／（''）＝α"2＋６，＋ｃ

－（２ｓ＋１）〃2１（２Ｚ｝ｌ）几ＩＣ

＝２（S几２１(几)I（、２１，）｝Ｃ

よって，ｃは偶数，几2＋〃=〃（〃１１）も

偶数なので，／（〃）は偶数である。

（ＱＥ．，.）

｢蕾mi再１
(1)〃が偶数のときはIUlらかなので，〃が奇数のと

きを示す。

または，〃(几｝１）は偶数となることを考えて

式変形をする。

(2)α’６が比に偶数または，奇数のときα＋ｂが

偶数となる。ｃが偶数であることを岐初に証明し

たい場合は，別解のような解答がある。全体的に

難しいｌｌｌｌＭｎではないので，素直に考えていくと解

けるはずである。

｢1露Ｆ１］
(1)〃が偶数のとき，Ⅲｉらかに１Vは偶数となる。

、が奇数のとき,、＝２/＋１とおく（ノは整数）

Ａノー３（２ﾉ＋１）２１（２ﾉ＋１）＋２

＝l2j2＋1〃＋３＋２ｊ十１+２

＝l2j2＋Ｗ＋６＝２（６/2＋７ﾉ＋３）

よって，１Vは偶数となる。

（別解）Ⅳ晁几２１２几2十ｎＩ２＝几("＋１）＋２(几２

１１）

〃(ｎｌｌ）は偶数なので，よってＮは偶

数となる。

(2)①

（ｧ）／（１）＝α＋ｂ－ｌｃ＝２ｐとおく。

/（２抓刈α＋２６ＩＣ＝２ｑおく

／（２）－ノ（１）－３α化＝２(９－ｐ）

ゆえに，３ＱＩｂが偶数なので

αが偶数のとき，ｂも偶数となり，α＋６は

偶数となる

αが奇数のとき，６も奇数となり，α１６は

偶数となる

よって，α＋ｂは偶数となる。

次に，α＋ｂＩｃ＝２ｐより

ｃ＝２ｐ－(α１６）

ａＩ６は偶数なので，ｃは偶数となる。

（ｲ）／（３）＝９α＋３６＝ｃ

α＋ｂは偶数なので，α１６＝２７とおく

このとき，ｂ＝２ｒ－ｑを代入すると

ノ（３）二９α＋３（２ｒ－α)＋C

＝６α＋６ｒＩｃ

ｃは偶数なので，よって／（３）は偶数とな

る

②(ｧ）ノ（ん）＝αｈ２＋b/Ｂ－Ｉｃ＝２ｕとおく。

/(ﾉｾ１１）＝α(ん＋１）2＋ｂ(ん＋１）十ｃ＝αｈ２

＋（２α＋ｂ)ん＋α＋ｂ＋ｃ＝２Ｕとおく。

囚

ロ

イ l7DED

－３０６－



は直線ｙ語兀上にあることに気づけば，円の中心

Ａ（α，α）として点Ａと|U周上の点Ｐと最短距

離が点（１，１）において生ずるような条件を考

えるとよい。

屏晉Fil

図Ｉのような曲面の壁があり，真横から見

た断面は図Ⅱのようにy＝十(苑〉0)で
表せる。この'#1面を円筒型のローラを用いて

図Ⅱのように塗装する。ローラの半径をなる

べく大きくしたいのだが，大きすぎると図Ⅲ

のように塗装できない部分ができてしまう。

点（１，１）の部分を塗装できるようなロー

ラの最大半径を求めよ。

注意：点（１，１）を塗ることができれば他

部分はすべて塗れることは証明しなくてもよ

・また図Ⅱ，Ⅲの断而図で考えればよい。

(1)ｚ＞ｏより（相lⅡ平均)嚢(相乗平均）を１１]いて

‘十十蔓2/7丁三Ｆ
ゆえに`十十≧２等号成祓は`＝'のと

き｡……（答）

（別解）

‘｝＋=胸とおき両辺を`倍，整理すると
１１２－ｈt＋１＝Ｏ

Ｌが爪の実数解をもつ条件は’

ん＞０かつ（＿ん)２－４ｘ１ｘ１三０

すなわち虎≧２

虎＝２のとき，Ｚ２－２Ｚ＋１＝ｏを解くと

Ｚ＝１

ゆえに‘,＋鬘２１'＋=2となる
のはＬ＝，のとき。.…..（答）

(2)曲線y言÷(難〉0)は,慨線y＝ｴに関し

I〕

て対称であるから，直線ｙ＝rjXの点Ａ(α，α）

（ただしα＞１とする）をlll心とする｢ﾘについ

て調べる。

点（１，１）をＰ,とすると

Ｐ,Ａ２＝（１－α)2'（１－α)２

＝２α２－４α＋２………①

’'''線y=十(難〉o）'二の点をP((，＋）
（ｚ＞Ｏ）とすると

’八塾毫(しα)塾'（ナー｡),

＝碑+☆－２｡(`'十)'2α’

一(`+卜)2-2α(`+＋)+2｡,２

＝で砂州＋とおくと(')より…で
ＰＡ２＝ｎ２－２ｕｕ＋２α２－２……②

点Aを固定したまま点Pをy=と(鑓〉0）
上で動かす。

(i）ＰＡが最小になるときの点Ｐの位置が点Ｐ１

である場合。常に，Ｐ八三Ｐ,Ａだから，中心が

点八の円の半径を''1Aとすれば,ソールに
点Ｆ１で接する。

(ii）点ＰがＰ,以外の位贋にあるときＰＡが最小

となる場合。その最小値を半径とし中心が点Ａ

のｌｉ１は,点F,以外の点でy-÷に接する｡'１
はローラーの断而だから，点Ａを中心としたま

｢晉廠頑１
現在の高校,年,k,２年生はy-fのような分

数関数は中学で反比例のグラフとして扱って以来，

３年で数学Ⅲで１１}てくるまで出番がないし，グラフ

の概形（双,,,I線）も数ｃで選択科']として登場する

のみで多くの唯徒にとって縁の薄いものとなってし

まった。この問題のような設定は多くの生徒にとっ

て目新しいかもしれないが，興味をもってくれれば

ありがたい｡さらにy豐糞圏(放物線)やデ'ﾃﾞー
１（楕円）などに接する１９についても考えてみると

おもしろいと思う。

(1)数Ａで相加．相乗平均の関係についてやってい

ればそれを使うのが-番簡単である。まだやって

いない場合はu-`ﾄﾅより竺芋L-鰹よって
U2＋，＝皿z，ｚ２ｕｔ＋卜Ｏが正の解をもつめた

の条件を調べるとよい。

(2)ｙ=÷のｸﾞﾗﾌは直線y=麺について対称よ
り，条件を満たした点（１，１）を通る'11の１１１心

－３０７－



まで，これ以上半径を大きくできない。すなわ

ちこの場合，円は点Ｐ,に接することができな

い。

以上(i),(ii）より，点Ａの位置を固定したま

まですべてのｚ＞ｏに対してＰＡ≧ＰｉＡが成

立するための，αの満たすべき条件を求める。

①，②を川いて／い）＝ＰＡ２－Ｐ１Ａ２とお
くと

／（皿）＝皿２－２α皿十４α－４

＝(ｕ－ｑ)２－(α－２）２

すべてのｕ≧２に対し／（ｕ）２０となる条

件は，ｙ＝ノ（皿）のグラフを考えて

（α＜２かつ／（２）≧０）または（α

≧２かつ一(α－２）2≧Ｏ）

すなわち，α≦２，これを満たし，円の半径

が最大となるのは

かに成立する式なので，α7Ｍ〕のときが本質的であ

る。このとき，両辺をｌＱ－ｂｌで割ると，

｜′(\壬(6)|≦す
となるので，これはツーノ（工）のグラフ上の異な

る2点を結んでできる線分の傾きが一十以上台
以下であることを述べている。(2)では，いろいろな

解答が考えられるが，(1)を使うのが楽である。

(3)は，(2)を繰り返し用いると耐単に出来る。

(4)は，方程式９（エ)＝工の解が存在すれば,それは

唯一つであることを述べている。(3)の式の意味を考

えると，（4)は直感的に納得できると思う．しかし,

直感だけに頼らず丁寧に証明してほしいところであ

る。

(5)は９の定義式からすぐにわかる。また，これは方

程式ハエ）＝苑の解が存在すれば，それはすべて方

程式９（工）＝工の解になることを述べている。

(6)では，(5)を利用することになるが,それだけでな

く(4)を生かすことが出来るかがポイントになる。（６）

を直接計算で求めるのは場合分けが大変なので，う

まく誘導にのってほしい。

α＝２のときであり，ＰＩＡ＝｛（１－２）2＋

(１－２）2＝イロ……（答）

回

次の各問に答えよ。

(1)任意の実数α，ｂに対して，

ⅡQl-lbll≦ｌｑ－ｂｌ

が成り立つことを示せ。

(2)関数/は）を

…/馬鑪｣f'ziLL,し冠
’八α)-/(6)'≦す'α-6’

が成り立つことを示せ。

(3)関数９（工）を

９（工)＝／（／(ノ（エ）））

と定める。任意の実数α，ｂに対して，

’9(α)-9(6)'≦ず'α－６’
が成り立つことを示せ。

(4)実数ｓ，Ｚが，

９（Ｓ）＝Ｓかつ９（［）＝Ｃ

を満たすとき，Ｓ＝Ｚとなることを示せ．

(5)実数ｕが，／（狸)＝ｕを満たすならば’９

（ｕ）＝ｕとなることを示せ。

(6)方程式９（工）＝工を解け。

庵譽５１１
(1)ｌａ－ｂｌ２－ｌｌｃｚｌ－ｌｂｌｌ２

＝(ａ２－２ｑｂ＋６２）－（にｌ－２１ａｂｌＩｌｂｌ）

＝２（lQbl-ab）

≧Ｏ

ゆえに，llql-lbll≦に－６１（征Iﾘ!おわり）

(2)(1)を繰り返し利用すると，

｜／⑩）－ノ（ｂ）｜

＝||；'･'-2}l;'6卜211
≦|(台'・卜2)‐(す'6'2)’

一ナ''｡“'’
令'α-6’

ゆえに,'他)-/(6)'≦；Ｉａｂｌ
（証Ｉ１ｊＩおわり）

(3)(2)を繰り返し用いて

’９（α）－９（６）|＝

＝|/(／(ノ（α)))－/(ノ（ノ（６）))｜

≦台'/(（α)ルノ(/(6)))’
≦十'八.）/(6)
≦す'αb’

ゆえに,’9(｡)-9(6)孚十ｉｏｂ’
（紙Iﾘ1おわり）

磧霞薫１
式の意味や。出題の意図をよく考えてほしい問題

です。

(2)は，α＝ｂのときはどんな関数/に対しても明ら

－３０８－



(4)９（ｓ）＝ｓ'９（Ｌ）垂Ｌのとき，(3)より

’３－`'三十's-`’
なので，．

；'鰯-`'三0゜
したがって,|s-Zl＝Ｏ･ゆえに，ｓ＝ｔｏ

（iMKIﾘIおわり）

(5)ノ（ｕ)＝ｕのとき，

ｇ（ｕ）＝／（ノ（ノ（皿)))＝ノ（／（【4)）

＝ノ（ｕ)＝ｕ

ゆえに，９（皿)＝ｕ。（liIlilﾘ1おわり）

(6)(5)より，方穣式ノ（工昨夏工が解をもてば，その

解はすべて方程式９（工)＝ｒの解になる。そこで

`鯛雛……”
は

上轤|,；縦'』墓して綱!…
３ｒ２１．８ェ…16＝Ｏ

（r＋４Ｘ３ｒ－４）＝ｏ･

ず霊鵬熱燃;櫛
解である｡また,(4)より方穏式gい)＝rの解は，

÷以外にはないことがわかる。 Ⅱ

(答)一十
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第１４回

北海道高等学校数学コンテス 卜

採点 終を え て

平成８年１月１２日(金)実施

北海道算数数学教育会高等学校部会
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第14回「数学コンテスト」を終えて

北数教高校部会長真田清臣

昭和58年度（1983年）１月15日に第１回が実施された「数学コンテスト」も今ｌｉｌ１で第１４

回を迎えることができました。今年は全道24校から中学生を含む218名の高校生渚君の参

加を得て盛大に開催できたことは関係者一同喜びにたえません。このコンテストに対する

理解と数学に対する興味・関心や数学の重要性が認識されてきたことの表れとうれしく思

うとともに，全道各地で熱心に指導に当っておられる先生方のご努力に深く感謝と敬意を

表します。

この｢数学コンテスト｣は，アメリカや東欧諸国で行なわれていた“数学オリンピック”

にヒントを得て，北海道においてもそれに似た催しを行ない，数学好きの高校生や中学ノヒ

に刺激を与え，一層数学的な興味を高め，また数学に楽しく挑戦することを通して，潜在

している数学的能力を引き出す手立てとして実施してきました。1989年から'1上界の50ケ国

目として,日本も国際数学オリンピックに参加し,予選の日本数学オリンピックにおいて，

本道の高校生が毎回優秀な成績を収めてきた，特に中国の北京で行われた第３l1L11大会で札

幌の高校生が銅メダルを受賞したことは大変嬉しいことでした。数学コンテストや数学オ

リンピックは,単に数学の問題を解く力を競い,それに優劣をつけるものではありません。

この数学コンテストをとおして，数学教育本来の目標である基本的な概念や原理・法則，

理論的思考力や創造的な考え方を自らがそれぞれの持っている能力に応じて問題を解決し

ながら身につけ，数学にたいする興味・関心を高めることにあります。２１世紀に向けての

高度情報化と国際化に数学の果す役割はますます重要であり，ひいては，AndrewWiles

先生のように何百年来の難問を解決できる資質を育んでいって欲しいと考えています。さ

らにこの数学コンテストをきっかけとして数学を愛する同好の士が増え，それぞれの学校

で互いに励まし合いながら一層本道の数学の学力の水準を高めることに役立ちたいとも念

願しています。

終わりになりましたが，北海道教育委員会，札幌Tl丁教育委員会，北海道高等学校校長協

会より賜わりました援助並びに北海道新聞社，福武書店の物心両面にわたるご高iidに厚く

お礼申し上げるとともに，本年も問題作成について御尽力頂きました北海道大学理学部数

学科，出題や採点からコンテストの運営全般にわたってご苦労いただいた北数教高校部会

研究部，さらに全道各地で実施にご協力いただいた会場校や諸先生に厚くお礼申し上げま

す。今度ともご協力の程よろしくお願いいたします。
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●成績優秀者

笠島久司

小谷馨

杉浦有

川瀬智宏

仲野賢治

沖田紘

鹿嶋

池、基

市原

佐藤

兀藤公

森川真大

中村裕

古葎一哲

中道祐希

藤原隼

水野拓成

高橋洋介

古田和幸

佐伯知哉

篠崎洋介

日下博之

藤原史枝

一一b･￣

雅
茂
真
守
載

数学コンテスト度数分布第14回
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５

０５８２９４４４９２７０
１１１

165

10994

66.63

38.45

得点 問１ 問２ 問３ 問４ 問５

０９８７６５４３２１０９８７６５４３２１０９８７６５４３２１０９８７６５４３２１０４３３３３３３３３３３２２２２２２２２２２１１１１１１１１１１
１０００００００００１０１００

１０１００２０１０１６０９００７０２００４
２

１

６

１

０６００
２２ １００００４００００２００００６００００７０００００００００６００００１００００８

２

１

１

９ ９２２２３２７３４２３５３２１１１４１６０１６０３３１１０１２０２１５１０１３０１
２

１

１

１

１

１ １０００５０１０２１１０７０３０００４０７１１０３０４４４７２１１６７１０１９３８１

１１１３ ３００１０１２１２１０１０１０１１０２２２１１２０２１６３２２７４３１８８９７８９２

４

165 165 165 165 165

総計 1831 2095 4296 1519 1253

平均片 ．！ 11.10 12.70 26.04 9．２１ 7．５９

Ｓ・， 7．７０ 12.64 12.35 10.42 9．７５



｢藷~評Ｔｌ露Fil
（iMHlU唾 左図は，心臓の断面であ

る。全身より大静脈に染

まった血液は，右心房にた

まり,右心室の拡張ともに，
さんぜん

三尖弁口を通って右'し､竃に

流入した後，右心室の収縮

により，右心室から肺動脈

弁口を経て，肺動脈に送ら

れる。

(1)大静脈より，右心房に

絶えず一定の血液が流入

している。健康な時は

了:T秒で右心房は血液
で充満されるが，今，大

ｂよ毎<

静脈に狭窄があり血流力《

悪くなったため，健康時

(1)

未知数の文字を樋き換え，

うかを問う問題

自動車に乗る時に気がつ

くとおもいますが，時速４０

kmの車は１時|M1で40kmのIlii

雛を走る事を懲味する。で

はこの時１kmの距離を走る

のには何時間かかるか？

１時|Ｍ１で40kmの距離を士

正しく処FMできるかど

ｲIMI助肚

弁

19Ａ

井

（〃漣の血波）

ろのだから,IkIm走るのには命時間かかる事が
わかる。

さて問題１に閲しても

(1)１位時間の1m液流人量)＝

１

（''11液が充満するのに要する時'111）

の関係を用いるとよい。

健康な時右心房に血液が充満される時間：

５／100秒

静脈狭窄時の右心房に血液が充満される時

間：５／100＋３／100秒

従って

健康時は１秒間に100／５，静脈狭窄時は

１秒間に100／８の血液流入量がある。

健康時：iii脈狭窄時＝

100／５：100／８＝８８５・・・（答え）

基本的な問題とあって多くの生徒が正解で

した。

ところが，100／５:100／８＝５：８と答

えている生徒が15人いました。基本的な比

の概念をもう一度復習しておく必要があり

ます。

鰻
険

悪くなったため，健康時

よりも丁３５秒右心房に血液が充満されるのが
遅くなった。健康時と大静脈狭窄時との血液流

入鐙の比を求めよ。

（２）右心房が血流で充満す
（一定の血甚h）

ると，血液は三尖弁口を

通って右心室へ送られる

が，三尖弁口が狭くなり

TlT秒で右心房の血液
はなくなるが，三尖弁口

を2倍に広げると78『
秒でなくなった。三尖弁

口を何倍に広げると命秒で,右心房の血液
は右心室に全て送り出されるか。

（３）右心室に充満した血液

’よ，右心室の収縮により肺

動脈弁口を通って，肺動脈

によって肺に送られる。ＩｌＩｉ

の手術のため，左肺動脈を

閉鎖し，右肺動脈だけで右

心室から血液を送り出せ

ば，右肺動

左肺動脈だけで血液を送り出すよ

齢 (2)

単位時間の三尖弁｢1血液通過量と，大静脈から右

心房へのlil液流人lilを未知数として(1)の関係式を利

用して考える。

α：右心房がＩＨＩ液で光満し三尖弁口を通過し始め

るまでの右心腸の血液量

工：１秒間に三尖弁口を通過する血液塾

ｙ：１秒間に大静脈から右心房への血液流人fit

とおく

戸－１１０…①扉y-IiU…②
ａα

①，②力､らαをi肖去すると

脈を閉鎖し，左肺動脈だけで血液を送り出すよ

りも希秒多くかかり,閉鎖せず左右両肺動脈
で血液を送り出す場合より猯秒多くかかる。
(i）左肺動脈を閉鎖し，右肺動脈だけの時右心

室から血液を送り出すのに何秒かかるか。

(ii）右肺動脈を閉鎖し，左肺動脈だけの時，右

心室から血液を送り出すのに何秒かかるか。
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右肺動脈の１秒間の血液流出澱

－１
エ

左肺､力脈の１秒間の血液流出lＨｔ

ｌ

７企、（・brの1,液）

α＝耐(ヱーッ）
映

一IiU(2塗-y）
工－４ｙ．..ｘ：ｙ＝４：１

三尖弁I]を、倍にすると

一一エii522×
ａ １

ｍエーツ、エーツ

ズー４A，ｙ－ｈを代人

ａ ７(４A－ん）

右肺助厭

虜 蒐動

エー舟
左右111動脈の１秒間のlhU夜流出獄

１

エー１１Ｊ

＋卜’
１

エーfトェーィト

とめる

α７(４ｈ－た）２１ｈ

ｍエーｙｌＯＯ(ｍ・４虎－ん）100(4ｍ虎－ん）

２１虎２１

100(4ｍ－１)ん－１００(4ｍ－１）

題意より

２１２１

ｉ、が1７，iOJ扉I＝５
２１＝２０ｍ－５，２０１"岳２６

ユ､=ｉＩ－Ｍ=Ｌ３
Ｌ３倍にする。

ところが

(2)の問題文には記述しませんでしたが，絶えず大

艀脈から右心房へ一定のIIII液が流入している事を，

数式化しない生徒がとても多くて残念でした。

そのなかで，良く考え解蒋の税U1もパーフェクト

に答えられている生徒は，４名いました。

鹿嶋雅君（札幌東２ｲF)，力llllI紘一君（札幌北２

年)，佐藤tj:君（｣b嶺lflリ，ｉ１ｆｌｕｆⅡ素筒（小樽潮陵

２年）

以上の４名はていねいな解涛でよく分析し立派な

答案でした。

■嚢？

分母を払って(瀦一ｈｗ－１ｌｊ）
＋鐘(露三%)=態(鰯一命）

エ，-+:ｴ＋銑三ｏ

ｴｰﾕｴⅢ一%より砦;[重(秒）１０

（ij)(i)より.”-舟５+,淳(秒）
解答および解説の中で解答例に誤りがありまし

た，深くお詫び申し上げます。

今回の基礎問題は自然現象を頭の巾で実験して

シュミレーションし数式化してみることをテーマに

してみました。最近ではコンピューターの進歩にと

もなって，これらの情報をコンピューターに入力し，

仮想実験してみることが盛んに実施されています。

今後,医学をはじめとする自然科学にはコンピューター

シュミレーションが益々必要になると思われます。

(3)

（右Ili動脈のi１１位1,液流ｌＩｌＩｉｔ）Ｉ（/fllili動脈の単位

Ihl液流出鼠)＝(左右ll1Ii動脈のI1i(,tllll液流lIllit）のＵＵ

係を用いるとよい。

回

△ＡＢＣがあって廷Ｂ＝２匹Ｃとなっている。

(1)ＣＢの延長上にＡＢ＝ＢＤとなるように点

りを取れ。

注：点りは解答用紙に与えられてある△ＡＢ

Ｃの図をもとにして取ること。

ｆｒｅｅｈａｎｄでよい｡尚(2)(3)に必要な図も，

この図につけ加える。

(2)ＤＡ２＝ＤＢ･ＣＤが成り立つことを証明せ

よ。

(3)ＡＣ2＝ＡＢ(ＡＢ＋ＢＣ）で成り立つことを

証明せよ。

（ｉ）右肺動脈だけで，右心室から血液を送りｌＨ

すのに兀秒かかるとすると，／i:I1MMl脈だけで血液を

送'，'''すのにｴ、)秒かかり,左ｲ両'１術動脈では，
x-Hj秒かかる。
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...`rfD＝盃Ｃ△ＡＤＣ，ＡＢＡＤで三角相等

ＡＤＩｊＡ
△ＡＤＣ｡'つ八ＢＡＤ

ＤＣＡＤ

．..、Ａ２＝ＡＢ･')Ｃ＝Ｉ〕砂ＤＣ

｢藷~詞
(1)図を響けない人が８人いた。、をＢＣＬにとっ

たためである。問題をよく読んでほしい。

(2)ＡＢ＝ＢＤとＡＤ２＝ＤＢ・ＤＣ＝ＡＩＢ・ＤＣから

△ＡＤＣｃｏ△ＢＡＤを証明すればよいとした人が

いた。（帯広柏葉高校：水野君他)，「逆から考え
る｣こと(分析）は問題解決の有力な方法である。

三平方の定理・余弦定理を使った人もいたが、

初級幾何による解法の美しさに比べてると，鈍重

な感じがする。なお「方べきの定理」（円と接線

の関係）を利用したのは３名であった。

なお，この定理はよく利用される定理である。

(3)(2)でＡ、＝ＡＣに気が付いた人はほとんどでき

ていた。

幾何の問題を解くとき「補助線を引く」ことが

大きなウエイトをもつ。ここの問題の後に次の問

題を解いてほしい。

△ＡＢＣにおいて，ごＡ＝２二Ｂならば，ＢＣ２

＝ＡＣ（ＢＣ＋ＡＣ）が成り立つことを証IⅢせよ。

回

次の間に答えよ。

(1)整数ｎに対して，Ⅳ＝３〃２１，１２は偶数

となることを示せ。

(2)整数α，６，ｃに対して／（jピルαｘ２＋b工

十ｃとおく。

①／（１），／（２）が偶数となるとき

、α＋６，ｃの値が偶数であることを/』く

せ。

（ｲ）ノ（３）の値が偶数となることを示せ。

②ある整数ｈに対して，／（ん)，／（ん１

１）が偶数になるとき，

、α＋６，ｃの値が偶数であることを示

せ。

（ｲ）任意の整数〃に対して，／（〃）の値

が偶数となることを示せ。得点分布

｢藷~評１
配点(1)６点,(2)(1)（ア)ａｌｂ：５点，ｃ：５点

（イ）５点②（ア)ａ－Ｉｂ：６点，ｃ：６点

（イ）７点

(1)解答は大きく分けると次の３通りである。

・式変形による

・几が奇数，〃が偶数による場合分け

・数学的帰納法をⅢいる

帰納法を川いた受験生の多くは，几がI2l然数で

終わっているため減点となった。

自然数から整数についてiIfIﾘＩする場合，ルー０

のとき，几＝－ｍ（ｍは脚然数）のときを確かめ

ればよい。

(2)①（ア）細かく分けると大変多くの解答があっ

たが，大きく分けると

．／(2)よりｃが偶数を示し，/(1)よりα}６が

偶数であることを旅す。

．／(2)－/(1)＝３α＋６－偶数などの式より，

α＋ｂ，ｃが偶数であることをJ1《す。

①（イ）については，

・式変形（３α十ｂ＝偶数の利用もある）

．α＋６＝偶数より，α，ｂがともに奇数，偶

数であることから

ｍ－１２．７

屏害Fil
(1)図の(2)(3)の分まで示してある。

Ａ

(2)Ｂ、＝ＢＡからどＤ＝どＤＡＢ，こり＋竺ＤＡＢ

＝ごＡＢＣ＝２竺Ｃ
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ゆえに，α＋６＝２(､一匹)－２αハー２（Ｕ－

Ｌ－ａｈ）

よって，α＋ｂは偶数となる。

次に，α＋６は偶数なので，α＋６＝２ｍとお

く。

６－２ｍ一αをノ（ん）の式に代入すると

ノ（た)＝Ｑｈ２＋(2ｍ－α)ん＋c＝２Ｌ

ｃ＝２Ｌ－２ｍｈ－ａｈ(ん－１）

ん(ん－１）は偶数であるので，よってｃは

偶数である。

(別解）んが偶数のとき，/（ﾉｾ）＝clh2＋bﾉｾ＋ｃ＝

ん(α虎＋b)＋ｃが偶数であることから，

虎(αｈ＋6）は偶数なのでｃは偶数となる。

たが奇数のとき，/(ん＋１）＝｡(ん＋１）２

は６(ん＋１）＋ｃ

＝(ん＋１）(□ん＋α＋ｂ）＋ｃが偶数である

ことから，

（ん＋１）(ロハ＋α＋６）は偶数なのでｃは

偶数となる。

よって，ｃは偶数となる。

曰）６＝２ｍ-αより

ノ（几)＝α"2＋（２ｍ-α)几＋ｃ

＝α"(〃－１）＋２ｍ、＋ｃ

几("－１)，ｃは偶数なので,よってノ（几）

は偶数となる。

(別解）α＋ｂが偶数であることから，α，ｂは共

に偶数または共に奇数である。

α’６が共に偶数のときは明らかに成り立

つ。

α,６が共に奇数のとき，ロー２Ｓ＋１，ｂ

＝２ｔ＋１とおくと

／（几）＝、U2＋6几＋ｃ

＝（２ｓ＋１ルェ＋（２t＋１）〃＋ｃ

＝２(S几2＋、)＋(几2＋〃)＋Ｃ

よって，ｃは偶数，〃2十J､＝几（几＋１）も

偶数なので，ノ（〃）は偶数である。

（ＱＥ．，.）

②のけ)についても①の(ア)と同様である。

②の(イ)については(1)と同槻な解答が多く，ここ

でもやはり帰納法を利用した受験LLが多かった。

全体的に「式変形による証明ｌ「奇数十奇数＝偶

数，偶数Ｉ偶数＝偶数となることを利用した証明」

の２通りの解法があった。今までのコンテストの問

題としては，大変やさしい問魎であり，高得点も多

かった｡しかし,毎年のように解答の轡き方が悪かっ

たり，説明不足の答案が多くあった。

｢扉惠祠
(1)几が偶数のとき，ｌﾘ}らかにＮは偶数となる。

几が奇数のとき,几－２ノ＋１とおく（ノは整数）

１V＝３（２ﾉ＋１）2十（２/＋１）＋２

＝l2j2＋12/＋３＋２ｊ＋１＋２

＝1町2＋Ｗ＋６＝２（６/2＋７ｊ＋３）

よって，１Vは偶数となる。

（別解）ノV＝〃2＋２几2＋〃＋２＝几(ルト１）＋２("２

１－１）

、(几＋１）は偶数なので，よって１Vは偶

数となる.

(2)①

（ｱ）ノ（１）＝α１６＋ｃ－２ｐとおく。

／（２）＝４α＋２６＋ｃ＝２qおく

ノ（２）－ノ（１）＝３α＋６＝２(９－ｐ）

ゆえに，３α＋bが偶数なので

αが偶数のとき，６も偶数となり，α＋６は

偶数となる

αが奇数のとき，６６奇数となり，α＋ｂは

偶数となる

よって，α１６は偶数となる。

次に，α＋６１℃＝２ｐより

ｃ＝２ｐ－(α１６）

ｑＩｂは偶数なので，ｃは偶数となる。

（ｲ）ノ（３）＝９α+３６=ｃ

α＋ｂは偶数なので，α＋ｂ二二２ｒとおく

このとき，６－２炉口を代入すると

ノ（３光９α１３（ルーα）IC

＝６α＋６ｒ＋ｃ

ｃは偶数なので，よってノ（３）は偶数とな

る

②(了）ノ（ん）＝αh2IlMﾋﾞＩＣ＝２ｕとおく。

／(ん＋１）＝α(ん１１）2＋ｂ(ん＋１）＋ｃ＝ａｈ２

＋（２α＋６)ん＋α１６＋ｃ＝２Ｕとおく。

このとき，／(い］）一ノ（ん）＝２αｈ＋α十

６＝２（U－ｌＤ

四

７ＤＵＬＬ

咄WY刀、吟唇

断面は図Ⅱ@

－３１６－



解答例は高校１年の腹修状況に配慮したもので

す。しかし，（半篠ルイロを得た人の多くが（高１

や中学生でもよく勉強しているなと感心しました

が)円の方程式と,ｙ:盧4-を連立させて,｢(１，
１）のみが唯一の共有点となる…①」ように半径を

決定していました。この方針には何も問題がないの

ですが，途中に落とし穴があるのです。

半径を「とすると，「rの方濯式

（近十会)璽一(2+Jij~『)(ｴ十券)十2J2｢『=０
が，１を唯一の実数解としてもつｌが，①と同値な

命題になります｡ここでｕ=難＋÷
とおいて

Ｕ２-（２＋J訂rルー１２イガァーＯ…②

を得ます。これが２を璽解としてもつように半径「

を決定した人が多く，そしてそれが間違いのもとな

のです。①と同値な命題は，正しく述べると，「②

が２を重解にもつ，または，２と２未満の実数の２

つの解をもつ」…③となるのです。問題(1)を思い出

して，理由を考えてみてください。③の前半部分か

ら「＝Jijが，後半部分からｒ＜厄が得られま

す。そこで初めて餅ｍａｘｒ＝厄を得られるの

です。③の後半部分を示していなければ，半径ｒの

取り得る値は調べ尽くされていないので，ｒ＝厄

が最大であるという証拠は示されていないことに

なってしまいます。

高校生の段階で，形式的な厳密性にはあまりこだ

わる必要はないでしょうが，本質にかかわる議論に

は注意深く臨まないと，命題の真偽がひつくり返っ

てしまうことこさえあります。証明問題の苦手な人

も（もちろん得意な人も）「すべての可能性を検討

したかどうか」を常に意識して欲しいものです。

｢扉舂1ｍ
(1)ｔ＞０より（相加平均)≧(相乗平均）を用いて

‘十十蔓2/『て平
ゆえに`＋＋蔓２等号成立は'＝'のと

き｡……（答）

（別解）

‘+＋=俺とおき両辺を`倍,整理すると
ｔ２－ｈＣ＋１＝０

tが正の実数解をもつ条件は，

ｈ＞０かつ（－ん)２－４ｘ１ｘ１≧０

すなわちｈ≧２

ルー２のとき，ｔ２－２t＋１＝Ｏを解くと

図Ⅱのように塗装する。ローラの半径をなる

べく大きくしたいのだが，大きすぎると図Ⅲ

のように塗装できない部分ができてしまう。

点（１，１）の部分を塗装できるようなロー

ラの最大半径を求めよ。

注意：点（１，１）を塗ることができれば他

の部分はすべて塗れることは証明しなくてもよ

い。また図Ⅱ，mの断面図で考えればよい。

[篝~訶
配点(1)10点(2)30点。

(1)については，相加平均・相乗平均の関係を知ら

ない人には難しかったと思います。

解答例の（別解）のような答案もいくつか見られ

ました。もっとも，（別解）の方法も，「知らずにい

てその場で思い付く」にはちょっと難しかったかも

知れません。直観的に、≧２｣，「ｕが最小のとき

ｚ－１」と考え，何とかその理由を記そうと苦心し

た答案が非常に多くありました｡今回は,「ｕ≧２｣，

「ｔ＝１」だけで理由の無いものにも各１点を（答

えようという姿勢を評価する意味で）与えました。

しかし，本格的な数学の議論には，厳密性は欠かせ

ないということを，この機会に覚えておいて欲しい

と思います。そして，厳密な議論をするには，式を

立てて話を進めることが大変有効な方法なのです。

(2)については，（半径)＝イ可と答えた人は20名程

度しました。しかし，ほとんどの答案では何が

最大であることについての十分な考察がなかったた

め，満点を与えられるものは１人だけでした。この

点について，少し述べておきます。
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回Ｕ＝１

ゆえに‘＋十三２．t＋＋=2となる
のはｌ＝１のとき。……（答）

121曲線ｙ÷(工〉O)は直線y＝ｴに関し
て対称であるから，直線ｙ＝工上の点Ａ（α，α）

（ただしα＞１とする）を中心とする円につい

て調べる。

点（１，１）をＰ,とすると

Ｐ,Ａ２=-（１－α)２＋（１－α)２

＝２ａ２－４ｕＩ２………①

曲線y＝当(工〉o)上の点をP(し＋）
（ｔ＞Ｏ）とすると

’’八'=(`-α)2＋(十-＠)：

＝`'ｎh－2｡(`'十)+2,’
＝(''十)2-2゜(`+＋)卜2α2-2

ここで…卜＋とおくと''１よりu鬘2で
ＰＡ２＝ｕ２２ａｍ＋２α２－２……②

点Aを固定したまま点Pをy-十(筵〉o）
Ｉ:で動かす。

（i）ＰＡが最小になるときの点Ｐの位簡が点Ｐ１
である場合。常に，ＰＡ≧Ｐ１Ａだから，中心が

点Aの１Vの'鴇をP1Aとすれば,ｙ＝豊に
点Ｐ,で接する。

（ii）点ＰがＰ!以外の位慨にあるときＦＡが最小

となる場合。その最小値を半径とし｢''心が点八

の円は｡点P,以外の点でy一十に接する｡'q
はローラーの断而だから，点Ａを中心としたま

まで，これ以上半径を大きくできない。すなわ

ちこの場合，円は点Ｐ,に接することができな

い｡

以上(i),(ii）より，点八の位置を固定したま

まですべての［＞ｏに対してＰ八三’1Ａが成
立するための，αの満たすべき条件を求める。

①，②を用いて（ｕ）＝ＰＡ２－Ｐ１Ａ２とお
くと

／（ｕ）＝皿２－２αｕ＋４α－４

＝(皿一α)２－(α－２）２

すべてのｕ≧２に対し／い）三Ｏとなる条

件は，ｙ三／い）のグラフを考えて

（α＜２かつノ（２）≧０）または（α

二２かつ．（α－２）2≧Ｏ）

すなわち，α黒２，これを満たし，円の半径

が最大となるのは

次の各問に答えよ。

(1)任意の実数＠，６に対して，

Ⅱα|－'611≦|α－６１

が成り立つことを示せ。

(2)関数／は）を

…/患鑪Ｍ瀞し冠
’/(α)-/(6)|≦す'＠-6’

が成り立つことを示せ。

(3)関数９（ｒ）を

９（工）＝ノ（/(ノ（工）））

と定める。任意の実数α，ｂに対して，

’,(｡)-9(6)'≦÷に-6’
が成り立つことを示せ。

(4)実数ｓ，ｔが，

９（８）＝Ｓかつ９（Ｚ）＝ｄ

を満たすとき，Ｓ＝Ｚとなることを示せ。

(5)実数ｕが，／（ｕ)＝ｕを満たすならば’９

（ｕ）＝ｕとなることを示せ。

(6)方程式９（工）＝工を解け。

｢藷~詞
配点：(1)６点，(2)～(4)各７点，(5)６点，(7)７点，iIl

40点。

全体的には，答案の鱒き方がよくないものが多

かった。

特に(1)では，場合分けを沢山した上，逆から読ん

でいかないと意味がとれないものがあった｡答案は，

採点者に見てもらうものであるから，筋道をたてて

書くように心掛けよう。また，(1)，(2)，(3)において

「α≧０，６＜ＯのときＬ「６≧０，α＜Ｏのと

き」など，いろいろ場合分けしているものが多かっ

たが，αとｂの対称性から，場合分けの数を減らす

ことができる｡．α嚢ｂとして，一般性を失わない”

などとすればよい。

(1)で，｜工＋ｙｌ墨｜工｜＋｜ｙｌを既知として

解答しているものがあり，

Ｉａｌ≦｜ｃ－ｂｌ＋’６１から，

ｌｑｌ－ｌ６１≦｜ｑ－ｂｌ…･…･…･…①

まではよいのだが，ここで，

Ⅱｑｌ－ｌｂｌｌ≦Ｉｌｑ－６１１＝ｌｕ－６１

としはいけない。これでは「エ≦ｙ→｜工｜≦｜ｙ

ｌ」と言っているようなものだ（そうでなくとも，

そうとられる)。これは，もちろん正しくない。①

α＝２のときであり，ＰＩＡ＝,/（１－２）２＋

面－７＝厄……（答）(１

－３１８－



(2)(1)を繰り返し利川すると，

’八α）-ノ（６）｜

＝''十に'-211台'６’２１１
≦|(者'･'-2)-(合化卜2)’
一台Ⅱ．'-'b'’
希'αｂ’

ゆえに,'化〕/(6)'≦；'a-b’
（iil[Iﾘlおわり）

(3)(2)を繰り返し川いて

’９（α）－９（ｂ）ト

ー｜ノ(/(ノ（α)))－／(ノ（／（６）))｜

≦す'/(/(｡))-/(/(b)))’
三十'")-/(6)’
≦;-に二b’

ゆえに,’9(α)-9(6)'三寸'αｂ’
（iiI[U|おわり）

(4)９（ｓ）＝ｓ’９（［昨［のとき，(3)より

’３屯'三台's-l’
なので，

；'３－Ⅱ≦０．
したがって,ｌｓｌｌ＝０。ゆえに，ｓ＝［。

（証IﾘIおわり）

(5)／（ｕ）二ｕのとき，

９（【`）＝／（／（／（皿)))＝／（ノ（皿)）

＝／（皿昨凹

ゆえに，９（Ⅲ）＝皿。（証Iﾘ|おわり）

(6)(5)より，刀程式／（工）＝rが解をもてば，その

解はすべて方穏式９（工）＝工の解になる。そこで

まずハエ）＝ｘを解く。

。墜蜘鵬……てルュ
は

＆な',す,iii辺:'2藁……
３工２＋８工一１６-二Ｏ

（工ｌ４Ｘ３工－４）－０．

縦偽藝爵燃;(鰯
解である｡また,(4)より〃程式９（エルエの解は，

：以外にはないことがわかる。
（答)”＝；

で，αとｂを入れ換えて，

ｌｂｌ－ｌＱ｜≦｜α－６１……………②

とか，①と同様にして②が導かれる，などとして，

①，②から，

｜ｌａｌ－１６１１≦ｌａ－ｂｌ

とすべきであろう。

スマートな解答が出来れば，それにことしたこと

はないが，ゴリゴリiil算していくのもよい。いざと

いう時にはそうするし計算力は大切だからだ｡(2)，

(3)で,(1)を使わず,直接証明してあるものもあった。

それはそれでよいと思う。ただ，途中で(1)が利用で

きることに気づき答案にいらないことを書いたり，

めちゃくちゃなっているものもあった。もう少し鞭

理して書いてもらいたい。

(4)では，「９（r）二元の解は１つしかないので，

ｓ＝Ｕとなる」という答案が２，３あった。これで

は，ごまかしているか，問題を言い換えているにす

ぎない.「"ｇは)＝エの解は高々１つしかない”こ

れを示せ｡」というのが(4)の問題である。

（5)は出来ている生徒が多かった。これは，やさし

かったようだ。

(6)では,(4)を利用していないか,または，(4)を使っ

たことを答案に瞥いていないものがほとんどであっ

た。(5)の愈味は「ハエ）＝苑の解があれば，それは

すべて９（工）＝苑の解になっている。」ということ

である。／（工）＝工の解と９（工)＝xの解が一致す

ると言っているわけではない。(5)だけでは，ｇ（苑）

＝rの解でノ（工）＝工の解になっていないものがあ

るかもしれないのである｡これを補うのが(4)であり，

(4)と(5)から，「ノ（工）＝ｒの解があれば，それは唯

一で，ｇ（工）＝工の解に一致する」ということがわ

かる。

前に配られた解答の「着眼点」と「解答例」をよ

く読んでほしい。

今回，満点（40点）は３人であった。この３人

の答案は，とてもよく齋けている。また，３０点以止

の生徒は，(6)で(4)を生かせなかったり，ケアレスミ

スがあったものの，解答の組み立てや，答案の鶴き

方は，しっかりしている。

これからも，自信をもって勉強してほしい。

｢扉霄Fil
(1)ｌｕ－６Ｉ２－ｌｌａｌ－ｌｂｌｌ２

＝(Ｑ２－２ｑ６十６２)－(|αｌ－２１ａｂｌＩｌｂｌ）

＝２（にbl-ab）

≧０

ゆえに，｜lal-lbll≦ｌｑ－ｂｌ（証明おわり）

－３１９－
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