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私の数学散歩道(6) 2011/02/01

たかが因数分解、されど因数分解

数実研会員 村田 洋一

１．はじめに

高校数学を学ぶに当たり、因数分解の必要によく迫られる。

式と計算の分野は言うに及ばず方程式や不等式の解法、等式や不等式の証明など枚挙

に暇がない。数学Ⅰで勉強する共通因数の括り出し、因数定理による因数の探索、

一文字や最低次の文字について整理、公式の直接利用などだけでは対応できない例を

考え、あるいは探して自分なりのやり方で解いてみた。

式の展開は基本中の基本で一般に時間さえかければできるが、因数分解は微分に対

する積分と同様で、そう簡単にはいかない。

他にもいろいろな問題が考えられるが、独断と偏見で 10 題取り上げたもので、

ご参考になれば幸いである。

２．いろいろな因数分解

（問 題）

次の各式を整係数の範囲で因数分解せよ。

(1) abccaacbccbabbacba 2555222 222222333 

(2) 132323 23456  xxxxxx

(3) 1711  xx

(4) 14763 234  xxxx

(5)
777 )( yxyx 

(6)
555)( baba  ・・・①

また、①を利用して
5555)( cbacba  ・・・②、

②を利用して次の③を各々因数分解せよ。
5555 )()()()( cbabacacbcba  ・・・③

(7) abcbacacbcbacba 54)2()2()2()(6 3333 

(8) ))()(())()(())()(( 222 babcaccacabcbbcbcabaa 

(9)
444 ))(())(())(( cbcbbabaacac 

(10)
222666 )()()(9)()()( accbbabaaccb 

333333 )()(2)()(2)()(2 bcacabcbcaba 
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（解 答）

(1) 共通因数や対称性もなく方針も見つからないため、一つの文字 例えば a に

ついて整理してみると定数項が因数分解できる。

与式＝
32232223 252)52()5(2 cbccbbacbcbacba 

)2)(2)(()52()5(2 2223 cbcbcbacbcbacba 

ここで上の式をa の関数として
2

),2(),2(
cb

cbcb


 などの

因数の候補を代入してみる。

)(),( cbfcbf  とも 0 にならないが

 222 52)2)(5()2(2)2()2( cbcbcbcbcbcbcbf 

 0)2)((  cbcb

 222 52)2)(5()2(2)2()2( cbcbcbcbcbcbcbf 

 0)2)((  cbcb

よって )(af は cba  2 、 cba 2 なる因数を持つ。

組立除法により

cb 2 2 cb  5 22 52 cbcb  3223 252 cbccbb 

cb 24  22 352 cbcb  3223 252 cbccbb 

2 cb 3 22 23 cbcb  0

これから 商は )2)(()3(2 2 cbcbacba 

たすき掛けにより 2 cb  cb 

１ cb 2 cb 42 

cb 3

与式＝ )2)(2)(2()2)(2)(2( bacacbcbacbacbacba  (答)

(2) 132323 23456  xxxxxx

与式＝0 と置くと 6 次の相反方程式である。

)0(3 x で割って 03)
1

(2)
1

(3)
1

(
2

2

3

3 
x

x
x

x
x

x

t
x

x 
1

と 置いて整理すると 033 23  ttt

因数分解して 0)3)(1)(1(  ttt 0)3
1

)(1
1

)(1
1

( 
x

x
x

x
x

x

従って 0)13)(1)(1( 222  xxxxxx
6x の係数は１であるから

与式＝ )13)(1)(1( 222  xxxxxx (答)
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(3) 1711  xx

与式を )(xf とする。 ,3)1( f 1)1( f より、因数分解できるとすると

因数は二次式で
11x の係数と定数項は１だから

 1711 xx )(1( 2  axx  56789 exdxcxbxx )1234  ixhxgxfx

=
91011 )1()( xabcxbax  678 )()()( xdaefxcadexbacd 

345 )()()( xgahixfaghxeafg  1)()1( 2  xiaxhai

・・・・(A)

未定係数法により係数比較して

0 ba から ,ab  0 ia から ,ai 

各々次の項、前の項に代入していくと

,12  ac ,23 aad  23 24  aae

,12  ah ,23 aag  13 24  aaf

（A）式にこれらを代入して 1,5,12 項は消え、右辺の 2～4 項、8～11 項は恒等式に 0

で、恒等的に 0 とならない係数 6，７項はそのまま残して

0 56 )()( xeafgxdaef  ・・・・(B) となり、各係数＝０から

0)1522)(1(1434 2342345  aaaaaaaaaadaef

・・・・(C)

 eafg 0)1)(2)(1)(1(2334 22345  aaaaaaaaaa

・・・・(D)

これら (C),(D) 2 式の共通解は 1a

従って、与式は次のように一意的に因数分解される。

与式＝ )(1( 2  xx  689 xxx )134  xxx (答)

別解）

13  より 012  与式に を代入して

 1))( 23233  ・（・ 012 

与式は 12  xx なる因数を持つから割り算を実行して、商は

 689 xxx 134  xxx

従って )(1( 2  xx  689 xxx )134  xxx と因数分解される。

注）第 2 項は既約と思うが判定できない。：アイゼンシュタインの既約判定法など

(4) 14763 234  xxxx

与式＝0 と置いて 4 次方程式を解く要領で
2

1
 yx と変換し

(2)
2

1
( 4 y

3

7
)

2

1 3 y
3

4
)

2

1
( 2 y 0

3

1
)

2

1
( y
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これを整理して 0
16

1

6

5 24  yy  034048 24  yy

12

45

48

256202 



y

4

3
,

12

12 y から
4

3
,

12

1
)

2

1
( 2 x

前者より 0133 2  xx 後者より 012  xx

各々の判別式 3,3 21  DD より、実数の範囲ではこれ以上因数分解できない。

これら二式の積を見ると
4x の係数は 3、

2x の係数は 1 であるから

与式 )1)(133(14763 22234  xxxxxxxx （答）

別解）

与式を )(xf とする。 整数係数の因数を持てば、 0)( xf において

),1(f )
3

1
(f のいずれもが 0 でないから、一次でなく二次の因数を持つ。

4x の係数は 3、
2x の係数は 1 であり、次のように置き 未定係数法で ba, を

決めるとよい。

)1)(13(14763 22234  bxxaxxxxxx

または )1)(13( 22  bxxaxx

右辺を展開・整理して

1)()4()3(3 234  xbaxabxbax

係数比較して

,63  ba ,74  ab 4)(  ba （複号同順）

これを解いて 複号が＋ の 1,3  ba のみが 3 本の方程式を満足し適する。

従って次の答を得る。

)1)(133(14763 22234  xxxxxxxx （答）

(5)
777 )( yxyx  第 3 項を二項定理で展開して

)7213535217( 76524334256777 yxyyxyxyxyxyxxyx 

 )(5)(3)(7 223355 yxyxyxxyyxxy 

)232)((7 432234 yxyyxyxxyxxy 

 )()()()(7 22222222 yxyxyyxyxxyyxyxxyxxy 
222 ))((7 yxyxyxxy  （答）

注） t
y

x
 と置いて(2)のように解くと 0)1

1
( 2 

t
t から

222 )( yxyx  が出てくる。

また )(77 yxyx  )( 6542332456 yxyyxyxyxyxx  として
7)( yx  を二項定理で 展開するも可。
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(6)
555)( baba  ・・・①

また、①を利用して
5555)( cbacba  ・・・②

②を利用して次の③を因数分解せよ。
5555 )()()()( cbabacacbcba  ・・・③

①は二項定理で展開して 与式＝
432234 510105 abbababa 

))((5)22(5 223223 bababaabbabbaaab  (答）

②で
5555)( cbacbaP  と置く。①の結果より

4322345 )(5)(10)(10)(5)( cbacbacbacbabaP 
5555 cbac  ここで再度を前半の結果を利用して

23422 )(10)(5))((5 cbacbabababaab  32)(10 cba 

 cbababaabbacba 3224 )()()(5)(5 
22)(2 cba  43)(2 ccba 

P で ac  と置くと 0P で、同様にして P は ,ac  ba  , cb  の因数を持つ。

またP は 5 の倍数であることは明らか。

ac  で組立除法を行うと ,,, 23 ccc 定数項の係数は各々 1, ba 2 ,

22 22 baba  ,
322 babba  同様にして bc  で組立除法を行うと

,,2 cc 定数項の係数は各々 1, ba  ,
22 baba  となる。

cabcabcbababacbac  222222 )( より

))()()((5 222 cabcabcbaaccbbaP  (答)

③で ,acbx  ,bacy  cbaz  と置くと

cbazyx 

この変換で③は
5555)( zyxzyx 

))()()((5 222 zxyzxyzyxxzzyyx  ・・・④ となる。

④から ③は

  )(80)2()2()2(2225 222222 cbaabcbacbac 
２

１
・・・・ (答)

(7) abcbacacbcbacba 54)2()2()2()(6 3333 

式の形から zbacyacbxcba  2,2,2 と置くと

0 zyx で、第 2 項から第 4 項の和を先に計算する。

  xyzzxyzxyzyxzyxxyzxyzzyx 3)(3)()(33 2333 

)2)(2)(2(3 bacacbcba 

これをa について展開・整理すると
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    23 )(323)2()(2)2((3 acbabcacbacba 

))(2)(2())2)(()5)(2(( cbcbcbacbcbcbbc 

 )2332()4(3)(323 32232223 cbccbbacbcbacba  ・・・①

一方   32233
)()(3)(36)((6 cbcbacbaacba 

 )33()2(3)(36 32232223
cbccbbacbcbacba  ・・・②

①、② と abc54 を辺々加えて

与式 )2(27 222222 abccaacbccbabba 

（ ）内は a について整理して
22222 )2()( bccbacbcbacb 

  ))()(()()(
2

accbbacbacbacb 

これから 与式 ))()((27 accbba  （答）

(注) 与式を ),,( cbaf と置くと ),,(),,( acbfcbaf  で cba ,, の 3 次の輪環式、

),,( caaf  =0 等より ))()((),,( accbbakcbaf  と書け、(8)～(10)の

方法では簡単に解けます。

(8) ))()(())()(())()(( 222 babcaccacabcbbcbcabaa 

与式を ),,( cbaf と置き ),,( acbf を作ると ),,( cbaf ),,( acbf

従って ),,( cbaf は cba ,, についての 5 次の輪換式となる。

0))((2))((2),,( 33  bccbbcbcbbcbbf などから

),,( cbaf は ))()(( accbba  を因数に持つから 2 次の斉次輪環式

を加えて

 )()())()((),,( 222 cabcabncbamaccbbacbaf  と書ける。

恒等式であるからこの式に 3,2,1  cba を代入して

 )362()321(2)1(1)-)1(5491354(-1)431 222  nm・・（・・・・・・・・・

これを整理して 361114  nm ・・・①

同様に 2,1,0  cba とし 925  nm ・・・②

① ②を解いて 2,1  nm

以上のことから 与式＝
2))()()(( cbaaccbba  (答)

(注) 与式を一文字、例えば a についての 4 次式に整理し、

 ))(())(()()()( 222222234 cbcbbccbcbbacbcbacbacb 

として cb, での 2 回の組立除法を行い

222 )()()(2 cbacbacba  を 算出しても良い。
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(9)
444 ))(())(())(( cbcbbabaacac 

与式を ),,( cbaf と置く。

),,( acbf ),,())(())(())(( 444 cbafcbcbbabaacac 

これから ),,( cbaf は cba ,, の 5 次の輪換式

),,( cbbf 0))(())(( 44  bcbccbcb

同様に ,0),,( ccaf 0),,( acaf から 2 次の斉次輪環式を加え

),,( cbaf  )()())()(( 222 cabcabncbamaccbba  と書ける。

但し nm, は整数。

1,0,1  cba の時 12  nm ・・・①

2,0,1  cba の時 525  nm ・・・②

①、②より 5,3  nm

与式＝ )555333)()()(( 222 cabcabcbaaccbba  （答）

(10)
222666 )()()(9)()()( accbbabaaccb 

333333 )()(2)()(2)()(2 bcacabcbcaba 

与式を ),,( cbaf と置く。

),,( acbf ),,( cbaf で 6 次の輪環式である。

ba  の時 0)(2)()( 666  bcbccb

0a の時
333333222666 )(2)(22)(9)( bcccbbcbcbcbbccb 

  2332223332233 )()(922)33()( cbcbcbcbcbccbbcb 

  222222222333 )()()(9)33()()( cbcbcbcbcbcbbcbccb 

   22222223 )3()()()(3))(()( bccbcbcbbcbcbbccbccb 

2222224 ))(4()()4()( cbcbcbcbbbcccb 

0)4()()4()( 224224  cbcbcbbbcccb

よって ))()((),,( accbbakabccbaf  と書けるから

1,2,3  cba として

k12)1(2(2-(-1)22229121 326  ・）・・・・ ３

012  k 従って 0k 与式＝0 (答）

(注) cba ,, の因数を見つけるのが難しく、その場合は面倒な計算になりますが

3 次の斉次輪環式を加えて

 )()())()((),,( 222333 accbbamcbalaccbbacbaf 

ckabcabcabn  )( 222
として

1,2,3  cba のとき 06232536  knml ・・・①

1,2,1  cba のとき 0258  knml ・・・ ②

そろそろ答が見えかけてきたが
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1,2,2  cba のとき 04102  knml ・・・③

3,2,2  cba のとき 01222227  knml ・・・④

①～④を満たすのは )0,0,0,0(),,,( knml しかありえない。従って 与式＝0

レポート発表終了後、中村文則先生から下記別解のご指摘があったので紹介する。

（別解）

cbA  , acB  , baC  とおく。 )0(  CBA ＋

与式 ＝
333333222 2229A ABCABCBACCB ＋＋＋－＋ ６６６ 

＝
22333 )3()( ABCCBA －＋

＝ )3)(3( 333333 ABCCBAABCCBA  ＋

＝ )3)()(( 333222 ABCCBACABCABCBACBA  ＋

＝ 0

以 上

参考資料

九章出版社(台北市) 「因式分解」技巧 問題（5）,（6)―③, (8) , (9)は

演習問題（答のみ掲載）より借用、解答は小生作成;

（10）はおもしろく例題を転載、紹介したもの。

東京図書出版会 「私の数学散歩道」拙著より 問題(4), (6)―①, ②

その他は自作問題


