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私の数学散歩道(16) 平成 25 年 1 月 27 日提出

自作のいろいろな方程式とその解法について

数実研会員 村田 洋一

本稿では余り見ない幾つかの方程式とその応用問題を考え、それらの解法をまとめて

みました。特別な形の三元三次連立方程式、平方根・立方根を含む連立方程式、 )log(sin x

と )log(sin y ,あるいは )log(logu を含む方程式、前提条件なしに
20

tan


を計算で求める

問題、一次式に指数関数が混じった連立方程式です。

最初に問題を示し、その後に解法を記載します。

（問題） 次の連立方程式を解け。(2)は実数解を求めよ。

(1) 732  zyx ・・・・ ①

38222  zyx ・・・・ ②

13 33  yxyx ・・・・ ③

(2) 53

1

3

1

 yx ・・・・ ①

92

1

2

1

 yx ・・・・ ②

(3) 次の連立方程式を解け。但し、
2

0


 x ，
2

0


 y とする。

3log
2

1
)log(sin)log(sin2  yx ・・・・①


6

5
2  yx ・・・・②

(4) 次の対数方程式を解け。

  2)412136(loglog 23
2  xxxx

・・・・①

(5)
20

tan


の値を求めよ。

(6) 次の連立方程式を解け。但し、 n は自然数とする。

2723 1  an・ ・・・・ ① 60475  an
・・・・②
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（解答）

(1) ③を次のように変形して因数分解を考える。

0)1()(31)()( 333  ・－＋ yxyx

  0)1()1()()1(
2

1 222  xyyxyx ・・・④ ④より

イ） 1 xy のとき ①に代入して )2(5  xz

これらを②に代入して 38)2(25)1( 222  xxx

06310227 2  xx
27

3051
x より 3x 、

9

7

)5,2,3(),,( zyx , )
9

55
,

9

2
,

9

7
( 

ロ） 0 yx , 01  y , 01  x 即ち 1x , 1y のとき

①より 732  z より 6z よって )6,1,1(),,( zyx

これらの解は ②をみたす。

イ）とロ）を纏めて )5,2,3(),,( zyx , )
9

55
,

9

2
,

9

7
(  )6,1,1( 

注） ④の中括弧内×
2

1
で 0122  yxxyyx とすると、計算が

進まなくなり要注意！

(2) ①，②の両辺を各々3 乗、自乗して変形する

12515)3 3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

 yxyxyxyxyx （ ・・・・③

812 2

1

2

1

 yxyx ・・・・④

③－④ 044215 2

1

2

1

3

1

3

1

 yxyx

ここで 06

1

6

1

 tyx とおく。 また②より 0,0  yx

①より 05 3

1

3

1

 yx 1250  y 同様に 1250  x で

あるが 09 2

1

2

1

 yx より 810  y 同様に 810  x で

まとめて 810  x ， 810  y となる。
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これから 2810  xy 3266.4333)(0 3

1

6

8

6

1

 ・txy ・・・⑤

44215 32  tt 044152 23 ＝ tt 44152)( 23  tttf とおくと

⑤の範囲で )(tf の解の組を求めるとよい。

因数定理より 0)22112)(2()( 2  ttttf

これを解いて 2t 、
4

33311

イ） 2t のとき 64xy ④より 65 yx よって )1,64(),64,1(),( yx ,

ロ） 058.7
4

33311



t 、 0

4

297121

4

33311






t は不適。

よって求める実数解は )1,64(),64,1(),( yx ,

(3) ②より xy 2
6

5
 

2
2

6

5
0


  x から仮定とあわせ 



12

5

6
 x

)
6

5
(

2

1
yx     y

6

5
0 から仮定とあわせ

2
0


 y

①より真数 0 から 0sin x , 0sin y ∴  x0  y0

これらの共通範囲は 


12

5

6
 x ，

2
0


 y ・・・・③

①より )
6

2sin())
6

2(sin()2
6

5
sin(sin


  xxxy

3

1
log

)
6

2sin(

sin
log

sin

sin
log

22








x

x

y

x
から )

6
2sin(sin3 2 

 xx

右辺＝ )sin(cos
2

1
cossin3 22 xxxx  であるから

0sin)132(sincos32cos 22  xxxx )0(cos2 x で割って

01tan32tan)132( 2  xx

132

)13(3

132

13233
tan









x ③より 0tan x で

あるから 1tan x
4


x これを②に代入して

3


y
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これらは ③より適する。 よって )
3

,
4

(),(


yx

注） x を消去すると計算が結構込み入ってくる。 一般的には式の形から

y を消去すると思うが・・・。

(4) ①から   4log)412136(loglog 2
23

2  xxxx

中括弧内を とおくと  は真数で 0 , 2log2  から 4

底、真数の条件から 0x ， 1x , 0412136 23  xxx ・・・②

また 1log0)412136(log 23
xx xxx  ・・・・・・③

②より 0)232)(23( 2  xxx 0
8

7
)

4

3
(2232 22  xxx から

3

2
x 底の条件とあわせて 1

3

2
 x 1x ・・・④ ④とあわせて考え

イ）底 1x のとき ③より 0512136 23  xxx

0)576)(1( 2  xxx 0
24

71
)

12

7
(6576 22  xxx より 1x

これから 1x のとき 4 を解けばよい。
423 log)412136(log xxxx xx 

0412136 234  xxxx 0)2()1( 22  xx 1x より 2x が解

ロ）④より底が 1
3

2
 x のとき 上記と同様に 1x 、 4 からは 1x ， 2x が

出てくるがこれらは不適。従ってイ）、ロ）より 2x が求める解になる。

(5)
20

tan


の値を求めよ。

20


  , xtan とすると 1

4
tan5tan 


 また






2tan1

tan2
2tan


 より



















2

3

2

2

2

tan31

tantan3

tan1

tan2
1

tan
tan1

tan2

tan2tan1

tan2tan
)2tan(3tan
















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従って

)tan31)(tan1(

tan3(tan2
1

tan31

tantan3

tan1

tan2

3tan2tan1

3tan2tan
)32tan(5tan

22

22

2

3

2

































）

1
1tan10tan5

)5tan10(tantan

)tan3(tan2)tan31)(tan1(

)tan1)(tan3(tan)tan31(tan2
24

24

2222

222




















これから xxxxx 5101105 3524  01510105 2345  xxxxx

左辺を )(xf とおくと、明らかに 0)1( f また 10  x から 1x

014144 234  xxxx これは相反方程式であるから )0(2 x で

割って 016)
1

(4)
1

( 2 
x

x
x

x

0x より )51(21642
1


x

x

これより 01)51(22  xx

525511)51(51 2 x

10  x かつ 052552652551  から

52551 x これから )1584.0(52551
20

tan 


(6) 2723 1  an・ ・・・① 60475  an
・・・② ( n は自然数)

①より 02327 1  na ・ 27a

na 23542 ・ ・・・③

②より na 56047  ・・・④

③×④ naa 103)6047)(542( ・

0616,3210383014 2  naa ・

ここで 01042849,628)616,32103(14415
4

2  nnD
・・

0106.972,14  n
n は自然数であるから 41  n
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イ） 4n のとき ①より 2723 3  a・ 3a

このとき ②より 604216253754  ・ でなりたつ。

ロ） 4n で成立したので①、②は 3,2,1n で同時に成り立つことはない。

従って )3,4(),( an

別解）

①と②から a を消去して 7935221 1  nn・

移項して 左辺＞ 0 05793221 1  nn・

0n の自然数より 41  n とすることができる。

以 上

（参考文献）

１．問題(1)～(4) は 自作問題で、今回のリリースのため作成したもの。

２．問題(5) 拙著 「私の数学散歩道」問題編３．問題５．一部改題

問題(6) 同 上 問題編３．問題１．の（9）


