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ピアーズ ・フォスター 簡約積分表の公式の証明(３)

～指数関数及びその他の関数を含む式～

数実研会員 村田 洋一

積分の計算は数学Ⅲの一つの核をなすもので、題記の積分表を見て役立ちそうな分野の公式を

証明しておくと授業にも有用と考え、取り上げることにした。

今回は「指数関数及びその他の関数を含む式」で、これをもって本シリーズの最後としたい。

見なれない公式も多いが、これにより難関大学を含め入試等に出てくる指数関数を含む積分の

計算に殆ど対応できると思う。解法のポイントは置換積分と部分積分が主であるが、結構計算

が面倒なものもある。なお、対数記号の中は正、分母 0 、逆三角関数は主値で積分定数の記載

は省略した。レポートの構成は「公式編」を p.1～3、「証明編」を p.4～14 とした。

（公 式 編）

1. 指数関数を含む式
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),2( nmI  等計 5 通りに表せるがほぼ同じ解法で解けるため省略した。

2. その他の関数を含む式

（ bxa  bxa  nbxa  を含む式）
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（逆三角関数を含む式）
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（証 明 編）

1. 指数関数を含む式
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n cos)(sinsin)( bxdxn 1sin 

 dxxbbxnbbxbe
a

bn
bxbxe

a

bn
bx

a

e nnaxnaxn
ax

22

2

1

2
sin)sin1)(1(sinsincossin   

第 3 項 bxdxe
a

nnb
bxdxe

a

nnb
bxdxe

a

nb naxnaxnax sin
)1(

sin
)1(

sin
2

2
2

2

2

2

2







 

nnn J
a

nnb
J

a

nnb
J

a

nb
2

2

22

2

2

2 )1()1( 



  同類項を整理して
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  nJ
a

nnb

a

nb
2

2

2

2 )1(
1


 bxdxe

a

nnb
bxbxe

a

bn
bx

a

e naxnaxn
ax

2

2

2
1

2
sin

)1(
sincossin 









nJ
a

nba
2

222

bxdxe
a

nnb
bxbnbxabx

a

e naxn
ax

2

2

2
1

2
sin

)1(
)cossin(sin 






 
 


 dxbxebnnbxebxnbbxa

nba
J naxnax

n
221

222
sin)1(sin)cossin(

1

436. n
nax Kbxdxe  cos とおく。

  bx
a

e

a

bn
bx

a

e
bx

a

e
K

ax
n

ax
n

ax

n sin)(coscos)( bxdxn 1cos 

 dxxbbxnbbxbxbe
a

bn
bxbxe

a

bn
bx

a

e nnaxnaxn
ax

221

2

1

2
cos)cos1)(1(coscoscossincos   

第 3 項 bxdxe
a

nnb
bxdxe

a

nnb
bxdxe

a

nb naxnaxnax cos
)1(

cos
)1(

cos
2

2
2

2

2

2

2







 

  22

2

2

2

2

2 )1()1(






 nn K

a

nnb
K

a

nnb

a

nb

これから  
 


 dxbxebnnbxebxnbbxa

nba
K naxnax

n
221

222
cos)1(cos)sincos(

1

441. ),(cossin nmIxdxxe nmax  とおく。

dxxxe
a

xx
a

e
xdxx

a

e
nmI nmaxnm

ax
nm

ax

)cos(sin
1

cossincossin)(),(  

 dxxnxmxxe
a

xx
a

e nmaxnm
ax

2211 sin)sin1(cossin
1

cossin  



xdxxe
a

nm
xdxxe

a

m
xx

a

e nmaxnmaxnm
ax

1111 cossincossincossin 




 から

部分積分して xdxxe
a

xx
a

e

a

m
xx

a

e nmaxnm
ax

nm
ax

)cos(sin
1

cossincossin 1111 




 



xdxxe
a

xx
a

e

a

nm nmaxnm
ax

)cos(sin
1

cossin 1111 




 



 xnxmxxxx nmnm 222211 sin)1()sin1)(1(cossin)cos(sin  

 xnxmxxxx nmnm 22211 cos1)(1(cos)1(cossin)cos(sin  
より

xxe
a

m
xx

a

e nmaxnm
ax

11

2
cossincossin  xxe

a

nm nmax 11

2
cossin 



xdxxe
a

nm
xdxxe

a

mm
xdxxe

a

mm nmaxnmaxnmax 2

2

2

2

22

2
cossin

)1(
cossin

)1(
cossin

)1( 











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),(
)1)((

cossin
)1)((

),(
)1)((

2

2

22
nmI

a

nnm
xdxxe

a

nnm
nmI

a

mnm nmax 






 



これから同類項をまとめて

 










 ),()1()1(1

2
nmInm

a

nm
)sin

cossin
(cossin 2

22

11 x
a

nm

a

m

a

xx
xxe nmax 



xdxxe
a

mmnn
xdxxe

a

mm nmaxnmax 2

2

22

2
cossin

)1()1(
cossin

)1( 









左辺＝
2

22)(

a

anm 
右辺１項  xnmmxxaxxe

a

nmax 211

2
sin)(cossincossin

1
 

 xnxmxxaxxe
a

nmax 2211

2
sincoscossincossin

1
 

右辺 3 項＝ )1)((  nmnm

従って
22)(

1
),(

anm
nmI


  )cossincossin(cossin 2211 xmxnxxaxxe nmax 

xxdxenmnmxdxxemm nmaxnmax 222 cossin)1)((cossin)1( 

 

2. その他の関数を含む式

（ bxa  bxa  nbxa  を含む式）

35.   2

2

)( bxa

dxx
= 



2

2

2)(

y
b

dy

b

ay
・

（ bxay  とおくと
b

ay
x


 dy

b
dx

1
 ）

＝  dy
y

a

y

a

b
)

2
1(

1
2

2

3












bxa

a
bxaabxa

by

a
yay

b

2

3

2

3
)log(2

1
)log2(

1

36.   )( bxax

dx
=  

x

bxa

abxa

x

a
xd

bxa

b

xa








 log

1
log

1
)

11

48.   22 xc

dx
=

c

x

cc
d

c
1tan

11 


 （ tancx  とおくと



2cos

cd
dx  ）

u
cx

x






22

1sin とおく。
22

sin
cx

x
u


 から

22
cos

cx

c
u


 ∴

c

x
u tan

から
c

x
u 1tan  従って 





 c

x

cxc

dx 1

22
tan

1
22

1sin
1

cx

x

c 



49.   22 xc

dx
= 

xc

xc

c
xcxc

c
dx

xcxcc 







 log
2

1
)log()log(

2

1
)

11
(

2

1

61.   44 ax

dx
= )()

22
(

2222
Idx

aaxx

tsx

aaxx

mlx










 として未定係数 tsml ,,, を求める。

（ 1)(2  tma ・・① 0 sl ・・② 0)(2  tmsla ・・③
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0)(2)(2  tmasla ・・④ これを解いて
322

1

a
ls 

22

1

a
m 

22

1

a
t  ）

＝ 
















22223 2

2

2

2

22

1

aaxx

ax

aaxx

ax

a 






223 2

2)22(

24

1

aaxx

aax

a 








22 2

2)22(

aaxx

aax

 dx
aaxx

a

aaxx

a

aaxx

aaxx

a
I )

2

2

2

2
(

2

2
log

24

1
222222

22

3 








 

第 2 項は分母を
2

)
2

(
2

2 aa
x  と変形し 1tan

22


aa
x  、 2tan

22


aa
x 

とおくと
2cos2

a
dx  積分の各項＝   






d
a

ad

a 2

)cos2(

)cos2(
2

2

2

2

)(22 21  
a

ax 
  2

tan 1
1 同様に

a

ax 
  2

tan 1
2

従って )(22 21   を x で表せばよい。
a

ax 


2
tan 1

a

ax 


2
tan 2

正接の加法定理より
22222

21

21
21

2

)2(

22

tantan1

tantan
)tan(

xa

ax

axa

ax

















これから   44 ax

dx  )2
(tan2

2

2
log

24

1
22

1

22

22

3 xa

ax

aaxx

aaxx

a 





 

62.   44 ax

dx
=  








dx

ax

srx

ax

q

ax

p
)(

22
として未定係数 srqp ,,, を求める

（ 0 rqp ・・① 0)(  sqpa ・・② 0)(2  rqpa ・・③

2

1
)(

a
sqpa  ・・④ これを解いて

34

1

a
qp 

22

1

a
s  0r ）

＝
a

x

aaax

ax

a
dx

axaxaxaa
1

23222
tan

1

2

1
)log(

4

11
)

11
(

2

1

2

1 


















 ・

 
a

x

ax

ax

a

1

3
tan2)log(

4

1 





99. dx
x

bxa



（ bxat  とおくと )(

1 2 at
b

x  dt
b

t
dx

2
 dx

t

b
dt

2
 ）

＝ 






 bxax

dx
abxadx

bx
t

b

atdt
at

a

at

dtt
2222)1(22

22

2

103.  


 at

dt

bxax

dx
2

2 (但し 0a のとき)
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abxa

abxa

aat

at

a
dt

atata 













  log

1
log

1
)

11
(

2

1
2・

104.  


 )(
2

2 at

dt

bxax

dx
(但し 0a のとき) （

a

t


tan とおくと

2cos

a
dt


 ）







 

a

t

aa

1tan
22


a

bxa

a 





1tan
2

（逆三角関数を含む式）

390.    dxxxxxxdxxxdx )(sinsinsin)(sin 1111

yx 1sin とおくと yx sin 22 1sin1cos xyy
dy

dx


21

1

xdx

dy


 から 与式＝

21

2

11 1sin
1

sinsin xxxdx
x

x
xxxdx 


 



( cosx とおくと ddx sin  


 2

2
1sincos

cos1

)sin(cos
xd

d





）

391.    dxxxxsxxdxxxdx )(coscocos)(cos 1111

yxs 1co とおくと yx cos 22 1cos1sin xyy
dy

dx


21

1

xdx

dy


 から

21

2

11 1cos
1

cocos xxxdx
x

x
xsxxdx 


 



392.    dxxxxnxxdx )(tantatan 111

yxn 1ta とおくと yx tan 22

2
1tan1

cos

1
xy

ydy

dx


21

1

xdx

dy


 から )1log(

2

1
tan

1

2

2

1
tatan 21

2

11 xxx
x

xdx
xnxxdx 


 



393.    dxxxxtxxdx )(cotcocot 111

yxt 1co とおくと yx cot )1()cot1(
sin

1 22

2
xy

ydy

dx


21

1

xdx

dy


 から )1log(

2

1
cocot 211 xxtxxdx  



397.  


  dxxxxnxdxx 212121 )sin()(si)(sin

yxn  21 )(si とおくと yx 1sin yx sin
y

y

dy

dx

2

cos

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yx sin から yyx 222 cos1sin  21cos xy 
2

1

1

sin2

x

x

dx

dy






より xdxxxx
x

xx
xnxdxx 




 


 1221

2

1
2121 sin)1(2)(sin

1

sin
2)(si)(sin

  xxxxxxdxxxnx 12211221 sin122)(sinsin12)(si   

398.  


  dxxxxsxdxx 212121 )cos()(co)(cos

yxs  21 )(co とおくと yx 1cos yx cos
y

y

dy

dx

2

sin


2

1

1

cos2

x

x

dx

dy






から xdxxxx
x

xx
xsxdxx 




 



 1221

2

1
2121 cos)1(2)(cos

1

)cos(
2)(co)(cos

  xxxxxxdxxxsx 12211221 cos122)(coscos12)(co   

399.  

 dxxxnxxxdxx )1si(sin 211 dxxxxxxxnx )1sin(1si 21212  


同類項をまとめて dxxxxxnxxdxx    22121 11sisin2 （cf. 390.）

dxx  21 で sinx とおくと ddx cos    dddxx )2cos1(
2

1
cos1 22

＝ )1(sin
2

1
)2sin

2

1
(

2

1 21 xxx  

)1(sin
2

1
1sisin2 212121 xxxxxnxxdxx  


212 1

2

1
si)

2

1
( xxxnx  

従って 
 xdxx 1sin  212 1si)12(

4

1
xxxnx  

400. dxxxsxxxdxx )1co(cos 211  

 dxxxxxxxsx )1cos(1co 21212  


399. と同様にして dxx  21 )1(cos
2

1 21 xxx  
（cf. 391.）

)1(cos
2

1
1cocos2 212121 xxxxxxsxxdxx  


212 1

2

1
co)

2

1
( xxxsx  

従って 
 xdxx 1cos  212 1co)12(

4

1
xxxsx  
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401.  dxxxnxxxdxx )1log(
2

1
tatan 211  



)1log(
2

1
tan 212 xxxx    dxxxx )1log(

2

1
tan 21  


（cf. 392.）

整理して )1log(
2

1
tantan2 2121 xxxxxdxx  

 dxx )1(log
2

1 2 

dxx )1log( 2

  で tx  21 とおくと dtxdx 2 1 tx

dt
t

t
tttdtt

t

tdt
dxx  







1
log1log)1(

12

log
)1log( 2

更に ut 1 とおくと 12  ut ududt 2

)1tan1(2)tan(2)
1

1
1(2

1

21 11

22

2








 

 ttuudu
u

du
u

u
dt

t

t

)tan(2 1 xx  また )1log(log1 2  xxtt

)1log(
2

1
)tan(2

2

1
)1log(

2

1
tatan2 212121 xxxxxxxnxxdxx  

 ・

これから 
 xdxx 1tan  xxnx  12 ta)1(

2

1

409. 


 


2

11

2

1

1
sin

1
sin)

1
(

sin

xx

dx
x

x
xdx

x
dx

x

x


2

1

1

1
)(sin

x
x




第 2 項で sinx とすると ddx cos

第 2 項＝
2

tanlog
sincossin

cos 








  z

dzdd
(

2
tan


z )

)2(tan1

)2tan(2

)2(cos)2(sin

)2cos()2sin(2
222 











x これを

2
tan


について整理して

0
2

tan2
2

tan 2  xx


x

x 211

2
tan





下記の検算の結果から複号の（－）が適する。

これから 与式＝
x

x

x

x 12 sin
)

11
log(






複号（＋）  
2

1

2

12 sin

1

2sin
)

11
log(

x

x

xxx

x

x

x 











(不適)

複号（－）  
2

1

2

2

212
sin

11

11

1sin
)

11
log(

x

x
x

x

xx

x

x

x

x

x

x


















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2

1

22

sin

1

111

1

1

x

x

xxxxxx










2

1sin

x

x

 （適）

410.  
 



)1(
tan

1
tan)

1
(

tan
2

11

2

1

xx

dx
x

x
xdx

x
dx

x

x


2

1

1

1
)(tan

x
x




)1log(
2

1
logtan

1
)

1

1
(tan

1 21

2

1 xxx
x

dx
x

x

x
x

x



 



注)   )1( 2xx

dx
で tanx として




2cos

d
dx  sinlog

)1( 2


 xx

dx




2

2
2

sin1

sin


x から

21
sin

x

x


 としても同じ解を得る。

（
22 xa  ，

22 ax  を含む式）

126. )log2
22

(
4

1
)

2
(

4

1

22
2

2

42

3

42

2

2222
22 ta

t

at
dt

t

a

t

a
tdt

t

at

t

at
dxax 


  ・

（ taxx  22
とおくと

t

at
x

2

22 
 dt

t

at
dx

2

22

2




t

at
xtax

2

22
22 

 ）

 8

)(

)(8

)(

)(88

222

222

2224

222

4

2

4 axx

axx

axxa

axx

a

t

a 










28

)(

8

)(

88

22222222

2

42 axxaxxaxx

t

at 








よって  )log(
2

1 2222222 axxaaxxdxax 

127. dadxxa   222 cos （ sinax  とおくと dadx cos ）

 cossin
2

sin
2

)2sin
2

1
(

2
)2cos1(

2
cos

2
1

222
2222 a

a

xaa
d

a
dadxxa  



＝ )sin(
2

1 1222

a

x
xaxa  （ sinax  から

22222 sincos xaaaa   ）

128. 
 22 ax

dx
( taxx  22

とおくと
t

at
x

2

22 
 dt

t

at
dx

2

22

2




t

at
ax

2

22
22 
 )

)log(log 22 axxt
t

dt
 

129.
2

tanlog
sin22











d

ax

dx
（

sin

a
x  とおくと




2sin

cos da
dx  ）
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)2tan(2

))2(tan1(

)2cos()2sin(2

))2(cos)2((sin 222







 





aa
x 0

2
tan2

2
tan 2  axa



a

axx 22

2
tan





ここで被積分関数

22

1

ax 
は正であるから 0

2
tanlog 



従って 1
2

tan0 


で複号の（－）から 与式＝ )log()log(
22

22

axx

a

a

axx







  aaxx
a

axx

axx

axx
a log)log()log

)(
log 22

22

222

22








 （

＋
・

定数項 alog を除いて )log( 22

22
axx

ax

dx





130.
a

x
d

xa

dx 1

22
cos


  （ cosax  とおくと dadx sin ）

a

x
d 1sin    （ sinax  とおくと dadx cos ）

135. )(
2

1
)1(

2

1

2

22
2

2

2

22

2

2222

22 t

a
tdt

t

a
dt

t

at
t

at

t

at

xa

xdx










・

 22

2

1
axx   2222 )( axaxx   （128.と同じ置き換えで計算）

136.









sin

cos

sin 222

a
d

d
a

ax

xdx



 （

sin

a
x  とおくと 




d

a
dx

2sin

cos
 ）

22 ax  （
x

a
sin のとき

x

ax

x

ax 22

2

22

cos





 ）

138.  dadxxax   2322 cossin （ sinax  とおくと dadx cos ）

   d
a

ada )3sinsin3(
4

cos)sin1(sin
3

323

)cos3cos4(
12

cos
4

3
33

 
aa

3
3

cos
3

a
 )cos1( 222  ax から

a

xa 22

cos




従って 


 3

3223
22 )(

3 a

xaa
dxxax ・ 322

3

)(
3

xa
a



以 上


