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私の数学散歩道（10） 2012 .02. 04.提出

ピアーズ・フォスター 簡約積分表の公式の証明 (2)

～三角関数を含む式～ 数実研会員 村田 洋一

前回に引き続き、題記の積分表から数学Ⅲの大学受験に耐える役立ちそうな分野の公式を証明して

おくのも有用と考え、取り上げることにした。

今回は「三角関数を含む式」とし 266.から 389.の公式より適宜選んで証明をつけた。

部分積分の公式にこれらを組み合わせることで、実際入試等に出てくる三角関数を含む積分の計算に

殆ど対応でき、また公式によっては積分の練習問題としても使えると思う。

一部に逆三角関数等 高校の範囲を超える公式もあるがご承知下さい。なお対数記号の中は正、分母

0 とし積分定数を省略、記載は「公式編」、「証明編」の順とした。

(公式編)
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（証明編）
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11









 m

x

m

t
dttxdxx

mm
mm

( tx sin から dtxdx cos )

279. ),(sincos nmIxdxx nm  として

xdxxx
n

m

n

xx
dx

x

x

n

x
nmI mn

mnmn
22

111

cossinsin
1

1

1

cossin

cos

cos

1

sin
),( 



 



















 ・

xdxxx
n

m

n

xx mn
mn

22
11

cos)cos1(sin
1

1

1

cossin 


 








1

cossin 11






n

xx mn

),(
1

1
),2(

1

1
nmI

n

m
nmI

n

m











これから ),2(
1sincos

),(
11

nmI
nm

m

nm

xx
nmI

nm












で成立する。

280. ),(sincos nmIxdxx nm  として
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xdxxx
m

n

m

xx
dx

x

x

m

x
nmI nm

nmnm
22

111

sincoscos
1

1

1

sincos

sin

sin

1

cos
),( 



 



















 ・

279.と同様に )2,(
1sincos

),(
11












nmI
nm

n

nm

xx
nmI

nm

で成立する。

284. 2log)1log(2log)
1

21
(

)1(

1

cossin
2

22

2








  zzdz

z

z

z
dz

zz

z

xx

dx

2logtanlog2log
)2(tan1

)2tan(2
log2log

1

2
log

22






 x

x

x

z

z
（

2
tan

x
z  ）

定数 2log を除き xdx
xx

dx
tanlog

cossin


285.   















 dz

zz
zdz

zz

z
dz

zz

z

xx

dx
)

1

1

4
(

2

1

2

1

)1(

13
1

2

1

)1(

)1(

2

1

sincos 2222

2

22

22

2

（
2

tan
x

z  、公式 266.参照。以降、置換えの式のみ表示。）
z

dz
zz

z
2

1
)

1

1

1

1
(

2

1






 

)2tan(1

)2tan(1
log

)2cos()2sin(2

)2(cos)2(sin

)2tan(1

)2tan(1
log)

)2tan(

1

2
(tan

2

1 22

x

x

xx

xx

x

x

x

x















 

ecx
x

xxosc

xxosc

x
cos)

24
tan(log

)2sin()2()21(

)2sin()2()21(
log

sin

1









289. xdx
x

x
dx

x

x
xdx coslog

cos

)(cos

cos

sin
tan 


 

290. xxdx
x

dx
dx

x

x
xdx 


  tan

coscos

cos1
tan

22

2
2

291. dxxxxxxdx nnn )1(sectantantantan 2222  


= xdx
n

x
xdxxdxx n

n
nn





 


 2

1
22 tan

1

tan
tantan)(tan

292. xdx
x

x
xdx sinlog

sin

)(sin
cot 


 

293. xxx
x

dx
dx

x

x
xdx 


  cot

sinsin

sin1
cot

22

2
2

（ x
x

dx
cot

sin 2


295.  xdxsec （
2

tan
x

z  ）

)2(tan1

)2(tan1
log

1

1
log)

1

1

1

1

1

2

cos 2 x

x

z

z
dz

zzz

dz

x

dx






















  )

24
tan(log

x



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 
x

x

xx

xx

xx

xx

sin1

sin1
log

2

1

)2sin()2cos(

)2sin()2cos(
log

2

1

)2sin()2cos(

)2sin()2cos(
log

2
















)tanlog(sec
cos

sin1
log)

cos

sin1
log(

2

1

sin1

)sin1(
log

2

1 2

2

2

xx
x

x

x

x

x

x













)tanlog(sec
cos

sin1
log

sin1

cos
log

cos

)sin1(cos
log

2
xx

x

x

x

x

x

xx











296.   xdxx
x

dx
xdx tan)(tan

cos
sec

2

2

298.  
x

dx
ecxdx

sin
cos （

2
tan

x
z  ）

x

x

x

x

x

x

x

xx

z

dz

sin

cos1
log

cos1

)cos1(
log

2

1

cos1

cos1
log

2

1

)2(cos

)2(sin
log

2

1

2
tanlog

2

2

2

2 










 

x

x

x

x

xx

x
xecx

sin

cos1
log

cos1

sin
log

)cos1(sin

cos1
log)cotlog(cos

2 








 )cotlog(cos xecx 

299. xdx
xx

dx
xdxec cot)

tan

1
(

sin
cos

2

2  

301.   xba

dx

cos
（

ab

ab
c




2

2
tan

x
z  ）

 



















22

2
2

2

2

2 22

)()(
2

1

1
1

2

cz

dz

ab

ab

ab
z

dz

abzbaba

dz

z

z
ba

z

dz

・

)(
)(

1
 





cz

dz

cz

dz

abc

302.   xba

dx

sin  





22 2

2

2)1(

2

azbza

dz

bzza

dz
(

2
tan

x
z  )

303.   x

dx

sin1 )2tan(1

2

1

2

)1(
2

2 xzz

dz








  (

2
tan

x
z  )

一方
)2tan(1

1)2tan(

)2tan(1

)2tan(1
)

24
tan(

x

x

x

xx












従って   x

dx

sin1
)

24
tan(

x




1)
)2tan(1

2
(

)2tan(1

1)2tan(









xx

x
（ 2 式の絶対値の差は 1、）

304.   x

dx

sin1 )2tan(1

2

1)2tan(

2

1

2

)1(
2

2 xxzz

dz











  （

2
tan

x
z  ）

)2sin()2cos(

)2sin()2cos(
)

24
cot(

xx

xxx








)2sin()2cos(

)2sin()2cos(
)

24
tan(

xx

xxx








1
)2tan(1

2

)2sin()2cos(

)2sin()2cos(









xxx

xx
で定数差、かつ )

24
tan()

24
cot(

xx



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よって   x

dx

sin1
)

24
tan()

24
cot(

xx




305.   x

dx

cos1 2
tan

)1()1(
2

22

x
zdz

zz

dz



  (

2
tan

x
z  )

また
2

tan
)2cos()2sin(2

)2(sin2

sin

cos1
cotcos

2 x

xx

x

x

x
xecx 


 から成立する。

306.   x

dx

cos1 2
cot

1

)1()1(
2

222

x

zz

dz

zz

dz



  (

2
tan

x
z  )

また
2

cot
)2cos()2sin(2

)2(cos2

sin

cos1
coscot

2 x

xx

x

x

x
ecxx 





 から成立する。

307.  








2

22
2

2

)(

2

2
2

sin

a

ba

a

b
z

dz

aabzaz

dz

xba

dx
( x ) (

2
tan

x
z  )

(1)
22 ba  のとき tan

22

a

ba

a

b
z


 として

22
tan

ba

baz






与式＝ 






2222

22

baba

a

a
・

22

1

22

)2tan(
tan

2

ba

bxa

ba 







(2)
22 ba  のとき 部分分数分解して

与式＝ 









)(
2

2222

a

ab

a

b
z

dz

a

ab

a

b
z

dz

a

22

22

2222

22

22

2
tan

2
tan

log
1

log
2

2

abb
x

a

abb
x

a

ab

a

ab

a

b
z

a

ab

a

b
z

ab

a

a














 ・

(3) u
ab

bxa






22

1 )2tan(
tanh とおくと 定義から

22

)2tan(
tanh

ab

bxa

ee

ee
u

uu

uu















これから
22

22
2

)2tan(

)2tan(

abbxa

abbxa
e u




 

22

22

)2tan(

)2tan(
log

2

1

abbxa

abbxa
u






求める積分は
22

22
1

2222 )2tan(

)2tan(
tan

12

abbxa

abbxa

ab
u

ab 








 
と等しいから

22

1

22

)2tan(
tanh

2

sin ab

bxa

abxba

dx













 またこの式は xx 11 tanhcoth   から

1coth 
の時も成り立つ。309.以降も頻出するが、これら 2 式について触れない。
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308.

2
cos

2
sin

log
cos

1

sin 



 




 x

x

bxba

dx
但し sinba  cos22 bab 

与式  











 sin2sin

2

)
1

2
(sin

1

2

1

2
1

2

2

2

2

2

2

zz

dz

b

z

z
b

z

dz

z

z
ba

z

dz

・

( x )(
2

tan
x

z  )

)

sin

cos1

sin

cos1
(

cos

1

sin

cos
)

sin

1
(

sin

2

2

2
2

 




























z

dz

z

dz

b
z

dz

b

 )
)2sin(

)2cos(

)2cos(

)2sin(
log()

)2cos(

)2sin(

)2cos(

)2sin(
(

cos

1












x

x

x

x
ogl

b

 )

2
cos

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

(
cos

1





 x

xx

ogl
b


 )

2
sin

2
cos

2
cos

2
cos

2
sin

2
sin

log(




x

xx




2
coslog

2
coslog

2
coslog

2
sin(log

cos

1 










xxx

b
)

2
sinlog

2
coslog




x

)

2
cos

2
sin

log

2
cos

2
sin

(log
cos

1









 




x

x

b
定数

2
cos

2
sin

log
cos

1





b
を除き、解を得る。

309.  


 bazba

dz

xba

dx
2)(

2
cos

( x ) (
2

tan
x

z  )

(1) 022  ba のとき tan
ba

ba
z




 とすると




2cos

d

ba

ba
dz ・




 、 z

ba

ba




tan

与式＝
ba

xba

baba
ba

ba
z

dz

ba 


















)2tan(

tan
222 22

1

22222



(2) 022  ba のとき 与式 





















ab

ab
z

dz

ab

ab

ab

ab

ab
z

dz

ba
(

2

22

2

・

ab

ab
z

ab

ab
z

ab

ab

ab
z

dz



















  log
1

)
22

ab
x

ab

ab
x

ab

ab 






2
tan

2
tan

log
1

22



12

baxab

baxab

ab 






)2tan(

)2tan(
log

1
22

22

22

310.  xaxbxab
baxba

dx





 ）sincoslog(
1

tan 22
( xz tan )

))(1(

)()(

1

)1)((
1

22

2

2

abzz

namzbmalnbl

abz

n

z

mlz

zbza

dz

bza
z

dz

I

















 

nmlk ,,, を未定係数として

から ,,2 zz 定数項の各係数は 0 nbl 0 bmal 1 nam

これを解いて

22 ba

b
l


 ,

22 ba

a
m


 ,

22

2

ba

b
n




)
1

)1(
2

1
)(

(
1

)
1

(
1

2

2

222

2

22
dz

z

azb
dz

abz

abzb

ba
dz

z

abz

abz

b

ba
I  



















  





1
)1log(

2

1
)log(

1
2

2

22 z

dz
azbabzb

ba

za
z

abz
b

ba
1

2

2

22
tan

1

)(
log

2

11 











 xaxxbab
ba




 cos)tanlog(
1

22
 xaxbxab

ba



 )sincoslog(

1
22

311. 
 xx

dx

cossin
)

82
tan(log

2

1
)

4
sec(

2

1

)
4

sin(2









x
dxxoc

x

dx

312. )coslog(
1

cos

)cos(1

cos

sin
xba

b
dx

xba

xba

b
dx

xba

x







 

313.  










dx

xba

dx

b

baba
x

b

b

xba

dxxba

coscos

)cos(

axb

axb

axbb

baba
x

b

b













cos

cos

cos

1
・ ←割り算の結果から

2 行目の式を ( axb cos ) で割り積分すると証明すべき式が得られる

323.   xba

dx
2sin

(
2


x ) ( xz tan )

dxx
x

dx
dz )tan1(

cos

2

2
 から

21 z

dz
dx




2

2

22

2
2

1cossin

sin
sin

z

z

xx

x
x






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与式＝ 








ba

a
z

dz

baazba

dz

2
2

1

)(
(1) 分母第 2 項 02  aba のとき

tan
ba

a
z


 とし




2cos

d

ba

a
dz ・


 z

a

ba 
tan

a

xaba

aba
x

a

ba

abaa

ba

ba

tan
tan

1
tantan

11 2
1

2

1

2














 ・

(2) 分母第 2 項 02  aba のとき

与式＝ dz

ba

a
z

ba

a
z

a

ba

ba

ba

a
z

dz

ba
)

11
(

2

1

)(

1

22

























  ・

azba

azba

aba 




 log

2

1
2 axaba

axaba

aba 






tan

tan
log

2

1
2

2

2

324.   xba

dx
2cos

(
2


x ) ( xz tan )

dxdz, は上記と同様
222

2
2

1

1

cossin

cos
cos

zxx

x
x





 与式＝   baaz

dz
2







22 )(

1

a

ba
z

dz

a
(1) 02  aba 時 x

ba

a

aba
tantan

1 1

2 
 

ba

xaba

aba 




  tan

tan
1 2

1

2
(2) 02  aba のとき

与式＝ dz

a

ba
z

a

ba
z

ba

a

a

a

ba
z

dz

a
)

11
(

2

1

)(

1

22























 ・

baza

baza

aba 




 log

2

1
2 baxaba

baxaba

aba 






tan

tan
log

2

1
2

2

2

325.  


 xba
x

dx

xbxa

dx
2

2

22 tan
cos

sincos
(

2


x ) ( xz tan )

x

dx
dz

2cos
 (1) 0ab のとき 与式＝ 






b

a
z

dz

bbza

dz

2
2

1
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tan
b

a
z  とおくと




2cos

d

b

a
dz ・ , z

a

b
tan これから 

ab

1


  z
a

b

ab

1tan
1

a

xab

ab

tan
tan

1 1

(2) 0ab のとき

azb

azb

ab
dz

bazbaza

b

bbaz

dz



























 log

2

1

)(

1

)(

1

2

11

))((
22

・









2

2

)(

)(
log

2

1

azab

azab

ab axab

axab

ab 



 tan

tan
log

2

1

326. )sincoslog(
)(2

1

sincos

)sincos(

)(2

1

sincos

cossin 22

22

22

22
xbxa

abxbxa

dxxbxa

abxbxa

xdxx












 

328.
222

1

222

)2tan()(
tan

2

sincos cba

cxba

cbaxcxba

dx











 あるいは

222

222

222 )2tan()(

)2tan()(
log

1

acbcxba

acbcxba

acb 




 （ x ）（

2
tan

x
z  ）

 













baczzba

dz

z

z
c

z

z
ba

z

dz

2)(

2

1

2

1

1
1

2

2

22

2

2

・・












2

222
2

)(
)(

2

ba

cba

ba

c
z

dz
ba

(1)
222 cba  のとき tan

222

ba

cba

ba

c
z







 とおいて

z
cba

ba
222

tan





222 cba

c







2

222

cos

d

ba

cba
dz ・






与式＝ 
222

2

cba

ba

ba 




・ 1

222
tan

2 




cba


222

)2tan()(

cba

cxba





(2)
222 cba  のとき 同様に

与式＝ log
1

222 acb

ba

ba 




・

))(())((

))(())((
222

222

baacbbacz

baacbbacz





222

222

222 )2tan()(

)2tan()(
log

1

acbcxba

acbcxba

acb 





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329.  











 cza

dz

z

z
c

z

z
a

z

dz

xcxa

dx

22

2

2

1

2
)

1

1
1(

1

2

sin)cos1(
・

(
2

tan
x

z  )

)
2

tanlog(
1

)log(
1 x

ca
c

cza
c



331. dx
x

x
xdx

x
dx

x

x
dx

x

x

x

dxxx
 














cos1

)cos1(
)

2
(tan

cos1

sin

cos1cos1

)sin(

2
cos2log

)2cos(

))2(cos(
2

2
tan)cos1log(

2
tan

2
tan 2 x

dx
x

xx
xxdx

xx
x 


 

2log
2

coslog2
2

coslog2
2

tan 
xxx

x 定数 2log を除いて 与式＝
2

tan
x

x

338.    





dx
xx

xdx
x

x
x

xdx
)

24
tan()

24
tan()

24
tan(

sin1


・

x
x

dxxxdx
x

x
dx

x
coslog)

24
tan(log)tan(sec

cos

sin1
)

24
tan( 


 



  
)2sin()2(cos

)2(sin)2(cos)2sin()2cos((
log

22

xx

xxxx




 )

2
sin

2
log(cos2

xx


)
24

cos(log22log)
24

cos(2log2
xx




これから定数 2log を除き )
24

cos(log2)
24

tan(
sin1

xx
x

x

xdx





を得る。

339.    





dx
xx

xdx
x

otcx
x

xdx
)

24
cot()

24
cot()

24
(

sin1


・

ここで dx
x

x
dx

xx

xx

dx
xx

xx

dx
x
















cos

sin1

2
sin

2
cos

)
2

sin
2

(cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

)
24

cot(
22

2



2

2

22

)
2

sin
2

log(cos
sin1

1
log

cos)
2

sin
2

(cos

2
sin

2
cos

logcoslog)
24

tan(log
xx

x
x

xx

xx

x
x













)
24

sin(log22log)
24

sin(2log2
xx




定数 2log を除き 与式＝ )
24

sin(log2)
24

cot(
xx

x 


340. 





dx
x

xx
xdx

xx
xdx

x
x

x

xdx

)2cos(

))2(cos(
2

2
tan

2
tan

2
tan)

2
(tan

cos1
・
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2
coslog2

2
tan

xx
x 

341. 





dx
x

xx
xdx

xx
xdx

x
x

x

xdx

)2sin(

))2(sin(
2

2
cot

2
cot

2
cot)

2
cot(

cos1
・

2
sinlog2

2
cot

xx
x 

343.   xba

dx
2tan

xz tan とおいて 与式＝   )1)(( 22 zbza

dz
（ xz tan ）

被積分関数を
22 1 z

srz

bza

qpz









とおいて、未定係数を求める。

1 asq 0 arp 0 bsq 0 brp これから 0 rp

ab

b
q




ab
s




1
から 与式＝  





 )(

1
)

1

1
(

1
222 baz

dz

ab
dz

zbza

b

ab

 


21

1

z

dz

ab
第 1 項で tan

b

a
z 




2cos

d

b

a
dz ・ x

a

b
tantan 1

＝  xx
a

b

a

b

ab
z

ab
z

a

b

a

b

ab
tantan)tan(tan

1
tan

1
tan

1 1111  








・

 x
a

b

a

b
x

ba
tan(tan

1 1




344.





















   bza

abdz
dz

z

baz

bazbza

zdz

xba

xdx
2222 1

1

)1)((tan

tan
（ xz tan ）






















  bza

dzbzaa

z

dz
bdz

z

za

ba

)(

11

)1(

2

11
22

2

22

  z
ba

b
zbza

ba

a 1

22

22

22
tan)1log()log(

)(2









 )tanlog(
1

cos)tanlog(
)(2 2222

22

22
xbaabx

ba
x

ba

b
xxba

ba

a











  xaxbaabx
ba

xa seclog)tanlog(
1

coslog
22






345. xxxxdxxxdxxxxdxx cossincoscos)cos(sin  

346. xxxdxxxxdxxxxdxx coscos2cos)cos(sin 2222  

xxxxxxxxxxdxxx cos)2(sin2cos2sin2cos)sinsin(2 22   ＋

347   )sin2sin(3coscos3cossin 2323
3

xdxxxxxxxdxxxxxdxx
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xxxxxxxxxxxx cos)6(sin)63(sin6cos6sin3cos 3223 

348. 
 xdxxmxxdxxxxdxx mmmm coscos)cos(sin 1

353. dx
x

x

mx

x

m
dxx

m

x
dx

x

x
mm

m

m  












11

1 cos

1

1sin

1

1
sin)

1
(

sin
・

355. xxxdxxxxdxxxdx
x

x
sinlogcot)cot(cot)cot(

sin 2
 

356. xxxxdxxxdxxxdx
x

x
coslogtantantan)(tan

cos 2
 

364. 
)(2

)sin(

)(2

)sin(
)cos()cos(

2

1
sinsin

nm

xnm

nm

xnm
dxxnmxnmdxnxmx









 

365 
)(2

)cos(

)(2

)cos(
)sin()sin(

2

1
cossin

nm

xnm

nm

xnm
dxxnmxnmdxnxmx









 

366 
)(2

)sin(

)(2

)sin(
)cos()cos(

2

1
coscos

nm

xnm

nm

xnm
dxxnmxnmdxnxmx









 

369.   dxbaxnmbaxnmdxbnxamx   )(cos)(cos
2

1
)sin()sin(

   
)(2

)(sin

)(2

)(sin

nm

baxnm

nm

baxnm











370.   dxbaxnmbaxnmdxbnxamx   )(cos)(cos
2

1
)cos()cos(

   
)(2

)(sin

)(2

)(sin

nm

baxnm

nm

baxnm











371.   dxbaxnmbaxnmdxbnxamx   )(sin)(sin
2

1
)cos()sin(

   
)(2

)(cos

)(2

)(cos

nm

baxnm

nm

baxnm











372. )cossin(
2

1
)2sin

2

1
(

2

1
)2cos1(

2

1
sin 2 mxmxmx

m
mx

m
xdxmxmxdx  

373. )cossin(
2

1
)2sin

2

1
(

2

1
)2cos1(

2

1
cos2 mxmxmx

m
mx

m
xdxmxmxdx  

374.   mx
m

mxdxmxdxmx 2cos
4

1
2sin

2

1
cossin

375. ),(sinsin nmIxdxnx m  とおく。

 dxxnxxxn
n

m
xnx

n
xdx

n

nx
nmI mmmm

 










  sinsinsin)1cos(sincos

1
sin

cos
),( 1・



18

),(sin)1cos(sincos
1 1 nmI

n

m
xdxxn

n

m
xnx

n
mm  
・

これから  xxdxnmxnx
nm

xdxnx mmm


 


 11 sin)1cos(sincos

1
sinsin ・

378. ),(coscos nmIxdxnx m  とおき 375. 同様変形し、 ),( nmI について解く。

),(cos)1cos(cossin
1

cos
sin

),( 1 nmI
n

m
dxxxn

n

m
xnx

n
xdx

n

nx
nmI mmm 











 

・

386. cxdxxbaosccxdxxbaosccxdxbxax sin)(
2

1
sin)(

2

1
sinsinsin  

 dxxcbaxcbaxacbxcba )sin()sin()sin()sin(
4

1
 






























cba

xcba

cba

xcba

acb

xacb

cba

xcba )cos()cos()cos()cos(

4

1

387. cxdxxbaosccxdxxbaosccxdxbxax cos)(
2

1
cos)(

2

1
coscoscos  

 dxxacbxcbaxcbaxcba )cos()cos()cos()cos(
4

1
 






























cba

xcba

bac

xbac

acb

xacb

cba

xcba )sin()sin()sin()sin(

4

1

388. cxdxxbainscxdxxbainscxdxbxax cos)(
2

1
cos)(

2

1
coscossin  

 dxxcbaxcbaxcbaxcba )sin()sin()sin()sin(
4

1
 






























bac

xbac

cba

xcba

acb
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cba

xcba )cos()cos()cos()cos(

4

1

389. cxdxxbainscxdxxbainscxdxbxax sin)(
2

1
sin)(

2

1
sinsincos  

 dxxacbxcbaxcbaxcba )cos()cos()cos()cos(
4

1
 






























acb

xacb

cba

xcba

cba

xcba

cba

xcba )sin()sin()sin()sin(

4

1

以 上


