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積分  


177
x

dx
I を電卓と筆算で計算してみよう！

札幌市中央区 村田 洋一

１．はじめに

高校二年生なら  nx

dx
や   nx

dx

)1(
（ n は正の整数）を求めるのは簡単である。

基本公式や簡単な置換積分で
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容易に計算することができる。
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  とやや複雑な初等超越関数になるが、それでも

容易に計算できる。（以降、積分定数の記載を省略する。）

3n のときは直接積分できないので、分母を部分分数に分解して
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  から未定係数法で cba ,, を決め、まだ容易に

計算できる。 4n のときは簡単であるが、 5n 以降 とくに n が奇数のときは特に

難しくなる。 8n まで 調べてみたが、 7n のときの複雑さは格別でこれを取り

あげてみた。

勿論考え方や途中の計算もいろいろあると思うが、つれづれなるままに計算したいへん

長い「私の数学散歩道」となった。 最後までご覧いただければ幸いである。

8n の整数 ( 7n ) の計算はできているが、冗長に過ぎるので割愛する。

2．積分実行のための部分分数への分解 (第 1 段)
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この右辺を通分したときの分子は
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係数比較して 0 qp より pq  次式への代入を繰り返して
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3．部分分数への分解（第 2 段）

ここで、前記（＊）の第 2 項を更に部分分数分解することを考える。

第 2 項の分母の解を求め、それを基に因数分解を考える。

相反方程式であるから 0123456  xxxxxx の両辺を )0(3 x で
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3 つの解を各々 321 ,, ttt （ 123 ttt ＜ ）とすると ,0)1()2(  ff ・ 0)0()1(  ff ・ ,

0)2()1( ff ・ より ,12 3  t ,01 2  t 21 1  t で t は実数解となる。

これから t 2 で、 x は 6 個の複素数解を持つが、実数の範囲で因数分解できれば
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当然 解と係数の関係から

,1321  ttt ,2133221  tttttt 1321 ttt ・・・・（2）

で、このあとは (1),(2)の条件を考え、議論を進めていけば良い。
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4．前記(A)の連立方程式を解く

第 1 式より dbf  6 これを第 2 式、第 3 式に代入し整理
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同様に(A) の第 3 式に代入，整理して

211332 24)4( ttttbtbt  1321123 424)( ttttttbt  ・・・④

③× 3t ＋④ から



132132

2

33123 424422)(2 ttttttttttbt 

132113322132

2

33 42)(2422 tttttttttttttt 

)(4)311(2)31(2 123211232133 tttttttttttt 

,03 t 12 tt  より 2b これから 24  bd

5．前記(B)の連立方程式を解く

第１式より cae  1 これを第 2 式、第 3 式に代入して
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と部分分数に分解される。
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6．積分実行への更なる準備
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という式を導くことができる。



７．方程式 01223  ttt を解き 321 ,, ttt を求める

(4)式では具体的に定積分などを計算できない、というのであればホーナーの方法で

3 次方程式を解き 321 ,, ttt を求めてみよう。

01223  ttt 左辺を )(tg と置くと 223)( 2  tttg

2 頁の分析から ,12 3  t ,01 2  t 21 1  t

（ 1t の計算）
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検算のため )( 4g を計算してみると

014940.25550.19390.1)( 4 g よって 2470.11 t

（ 2t の計算）

次に 2t を求める。 00  とする。 ,1)0( g 2)0( g
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検算のため )( 3g を計算してみると

0001,018900.01980.00881.0)4450.0( g よって 4450.02 t

（ 3t の計算）

1321  ttt より 8020.11 213  ttt

0001,.2133221  tttttt

9999.0321 ttt

従って 2470.11 t , 4450.02 t , 8020.13 t が求める解である。

8．積分の係数の簡略化と求める積分の形

これら 321 ,, ttt の値から ),( 1tf ),( 2tf )( 3tf の値を求めてみよう。
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これらのことから 11)( ttf  , 22 )( ttf  が成立しそうである。

もし ttf )( なら t
tt
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22

15
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から

ttttt 2215 242  ・・・・(5)

1223  ttt であるから



（5）式右辺＝  tttttttt 3422)12( 2322 15 2  tt

従って 一般に t
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が成り立つ。

また(4)式の次の積分は
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従って (4)式は次のようになり、これが求める積分の一般の形である。
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但し 31 tt ～ は 3 次方程式 01223  ttt の 3 つの解で

,1321  ttt ,2133221  tttttt 1321 ttt である。



９．(7) で求まった 7I が正しいかどうか、 7I を微分し検算する
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但し、 ,1321  ttt ,2133221  tttttt 1321 ttt

7I を 項別に微分する。2,4,6 行及び 3,5,7 行は各添え字を t で代表させ
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(7)で通分した時の分母は、2 頁の議論から 123456  xxxxxx

分子の第 1 項は
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この式をサイクリックに置き換え、その和をとると
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＝ 65432 2345  xxxxx )65432( 2345  xxxxx

これから
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で、(7)の 7I が正しいことが証明された。

10. おわりに

 


1nn
x

dx
I の形の積分に興味を持ち、 81  n の範囲を考えてみた。

ガウスがすべての 1 変数の整係数の代数方程式は 1 次と 2 次の因数に分解できることを

証明しているので、第 2 段での部分分数への分解にあたり 5I で 2 次方程式、 7I で

3 次方程式・・・、一般に 12 nI 3( n の整数) では )1( n 次方程式となり積分可能と

考えられるからである。また nI 2 3( n の整数〉についても前記とほぼ同様に考える

ことができる、と推定している。

しかし x , ,n nt を含んだ(7) 式のような形での一般的な定式化は難しい、と思う。

諸先生にご教示いただければ幸甚です。

以 上


