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私 の 数 学 散 歩 道 (3)     

My Path in Mathematics 

～新作問題と解答：等式、方程式、不等式篇～ 

                      横浜市 西区 村田 洋一 

  
  以下 自分なりに作成した方程式、不等式などを 新作問題として取り上げた。 
 中には不自然に感じる問題もあると思うが、ご宥恕のほどお願い致したい。 
  構成は前回同様最初に（問題篇）とし 7 題全部を一覧で示し、次に（解答篇）と 
 して問題と解答（一部に「別解」を含む）を問題の掲載順序で載せている。   
 
 
1．問題篇 

 
問題 1. 次の方程式を解け。 

(1)  52
)2(
)2(4
2

2
2 =

−
+

+
x
xx     (2)  1)

3
(sin)

12
(sin 22 =−++

παπα   ( 
2

0 πα <<  ) 

(3)  21cossin 33 =+ xx  ( 20 π<< x )  

(4)  xxxxxx 3cos2coscos3sin2sinsin ++=++  ( 20 π<< x ) 
(5)  018cos302cos173cos64cos =+−+− θθθθ   ( 20 π<< x ) 

(6)  125 33 =−++ xx   
(7)    （  はガウスの記号で[ ] 935 =− xx [ ]x x  を超えない最大の整数を表わす  
(8) ・・・①  ・・・② のすべての解の組を求めよ。 1322 =+ yx 3533 =+ yx

    (9) ・・・① ・・・②（  は自然数 ） 2723 1 =+− an・ 60475 =− an n
(10)  微分方程式  を解け。但し 02 =+−′− − xeyy 1)0( −=y  とする。 

  (11)  次の連立方程式のすべての解の組を求めよ。 
22 22 −=+− zyx      ・・・ ①  

722 2222 =−+ xzzyxy   ・・・ ② 
222 =zxy               ・・・ ③  

(12)  方程式  の実数解を求めよ。 xxx 2)124(log 2
2 =++−

解が小数になる場合は関数電卓を用い、小数第 2 位まで正確に計算せよ 
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問題 2.  次の等式が成り立つことを証明せよ。       

122 =+ yx  のとき   4224

4224

24

24

510
105

52016
52016

yyxx
yyxx

xx
yy

+−
+−

=
+−
+−

 

 

問題 3．無限級数 S= ++++ 2222 4
1

3
1

2
1

1
1

・・・・・について 

  (1)  2
2
3

<< S  であることを示せ。 

 (2)  を正の整数としてk
k

S
2π

=  であることが知られている。k の値を推定し求めよ。 

     但し、数学的に厳密な論証は不要で、電卓の使用は可とする。 
 
 
問題 4. 次の不等式を解け。また(3) については証明せよ。 
 (1)  { } 1)3(log)13(loglog2 <−+− xx xx  

(2)  122 32 +>−−+ xxxx  

(3)    ( ) 152016 35 −≥+− xxx 0≥x
  
 

問題 5. θθ 5tan,3tan  を θtan  で表わし、その結果を利用し
20

tan π  の値を求めよ。 

  
 
問題 6. 次の不定方程式の整数解を求めよ。  

   (1)  6332)( −−+=− yxxyyxxy  
   (2)   522 +−=− yxxyyx

(3)      9)1( 22424 =++− yxyyx
 
 

 問題 7．   ,2=x
5

135 +
=x  は次の方程式の解であることを示せ。 

   ・・・・・（＊） 1)1(log)6(log 2 =−+− xx xx
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2．解答篇 
 
問題 1. 次の方程式を解け。 

(1) 52
)2(
)2(4
2

2
2 =

−
+

+
x
xx  まず 2≠x  左辺第 2 項が平方式であることに着目して 

  
2

)2(2
−
+

=
x
xy ・・① とおくと ・・② 522)( 222 =−+=+ xyyxyx

   ①より  ②から04)(2 =−+− yxxy 26)(
2
1 2 −+= yxxy  これを前の式に代入 

     これから 060)(4)( 2 =−+−+ yxyx 10=+ yx , 6−   
     のとき 10=+ yx 24=xy   ∴ =(6 , 4),(4 , 6) ),( yx

6−=+ yx  のとき 8−=xy   ∴ =(),( yx 173±− , 173∓− ) 

    これらは分母を 0 にしないから解である。 

             （答） =(6 , 4),(4 , 6), (),( yx 173±− , 173∓− ) 

注）分母を払い展開し  で 0192224444 234 =−+−− xxxx
     から  or  0341441144)( 32234 =−+−−= ・・・ xxxxxf 0)4( =f 0)6( =f
      ともできるが、因数を見つけるのが一般に困難である。 
 

 (2) 1)
3

(sin)
12

(sin 22 =−++
παπα  )

2
0( πα <<  

三角関数の冪公式から { } { } 1)322cos(1
2
1)62cos(1

2
1

=−−++− παπα  

ααπα 2sin
2
32cos

2
1)

3
22cos( +−=− より 0)2sin2(cos

4
31

=+
− αα  

0)
4

2sin(22cos2sin =+=+
πααα  から ππα =+

4
2   πα

8
3

=  (答） 

別解-1)  左辺第 1 項、第 2 項を加法定理で展開後 平方して 

     ααπππαπα cossin
12

sin
12

cos2
12

sincos)
12

sin1(sin 2222 ++−  

                         1cossin
2
3cos

4
3sin

4
1 22 =−++ αααα   

      1cossin
2

31cos
4
3)sin(cos

12
sinsin

4
5 22222 =

−
++−+ αααααπα    
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4/)32(2/)
6

cos1(
12

sin 2 −=−=
ππ  を代入、項別に整理して 

1cossin
2

31)sin1(
4
3)sin21(

4
32sin

4
5 222 =

−
+−+−

−
+ ααααα  

    01
4

)32(3cossin
2

31sin)
2

32
4

35( 2 =−
−+

+
−

+
−

−
− ααα  

0)2sin2(coscossin21sin2 2 =+−=−− ααααα から 

0)
4

2sin(22cos2sin =+=+
πααα   以下同様に    πα

8
3

=   

別解-2）  となる  を見つければよい。 1cossin 22 =+ tt t

     { } )
6
5cos()

3
(

2
cos)

3
sin( αππαππα −=−−=−  だから 

   1)
6
5(cos)

12
(sin 22 =−++ αππα   ここで αππα −=+=

6
5

12
t  また 

)
6
5(

12
αππα −−=+=t  であるが後者の（－）は不適で (＋)から πα

8
3

=  

従って  π
24
11

=t  に決まる。               πα
8
3

=   

 

(3)  
2

1cossin 33 =+ xx  (
2

0 π
<< x ) 

txx =+ cossin  とおくと 
2

0 π
<< x  より 21 << t   また

2
1cossin

2 −
=

txx  

与式から 
2

1)
2

11()coscossin)(sincos(sin
2

22 =
−

−=+−+
ttxxxxxx  

これから 0)12)(2(23 23 =−+−=+− ttttt   2=t 、
2

62 ±−  

変域より 
2

62 −−
=t は不適、また 1

2
)13(3

2
)13(2

2
62

<
−

<
−

=
+−

 

より 2=t  のみ適する、 

2cossin =+ xx  より 2)
4

sin(2 =+
πx  

24
ππ

=+x より 
4
π

=x  (答)   

 

(4)  xxxxxx 3cos2coscos3sin2sinsin ++=++  ( 
2

0 π
<< x  ) 

   和を積に変形 xxxxxx 2coscos2cos22sincos2sin2 +=+   
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      0)1cos2(2cos)1cos2(2sin =+−+ xxxx  
      0)1cos2)(2cos2(sin =+− xxx   21cos −=x の時 20 π<< x より解なし 

       より02cos2sin =− xx 0)42sin(2 =−πx  43424 πππ <−<− x から 

   0
4

2 =−
πx  のみで 

8
π

=x          (答）
8
π

=x   

 

 (5)  018cos302cos173cos64cos =+−+− θθθθ   ( 
2

0 π
<< x  ) 

    から  1cos22cos 2 −= θθ 1cos8cos81)1cos2(24cos 2422 +−=−−= θθθθ
       であるから、これらを代入して θθθ cos3cos43cos 3 −=
   －6( )+17( －301cos8cos8 24 +− θθ θθ cos3cos4 3 − )1cos2 2 −θ 018cos =+θ  
      整理して   01cos6cos13cos12cos4 234 =+−+− θθθθ
   因数分解して   0)1(cos)1cos2( 22 =−− xθ

 
2

0 π
<< x  より 1cos0 << θ  

2
1cos =θ    

3
π

=x        (答）
3
π

=x   

 

  (6)  125 33 =−++ xx   

       α=+3 5 x    β=−3 2 x  とおく  α , β  に変域なし 

    1=+ βα ,   7)2()5(33 =−−+=+ xxβα
        αβ −= 1  より  これから  7)1( 33 =−+ αα 0)1)(2(22 =+−=−− αααα

        1,2 −=α    1,253 −=+ x  から 6,3 −=x         （答）  6,3 −=x

別解-1） 33 512 xx +−=−  として両辺を 3 乗して 

     3 23 )5(353)5(12 xxxx +++−+−=−   025)5( 33 2 =−+−+ xx  

     tx =+3 5  として 0)1)(2( =+− tt  同様に 1,253 −=+ x  から   6,3 −=x

    別解-2） 原方程式の両辺をそのまま 3 乗して 

     1)25(2537 3333 =−++−++ xxxx  から 225 33 −=−+ xx  

     8)2)(5( −=−+ xx  より 6,3 −=x  

    別解-3） nx =+3 5 ・・①, nx −=− 123 ・・② とおいて  53 −= nx

      ②へ代入、整理  nn −=− 173 3  これから 1,2 −=n    ∴    6,3 −=x
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(7)    （  はガウスの記号で [ ] 935 =− xx [ ]x x  を超えない最大の整数を表わす ） 
          [ ]  より xx < [ ] xxx 2359 >−=  から 29<x    (∵  [ ] xxx <≤−1  ) 
     また [ ]  より 同様にして 1−≥ xx 062 ≥−x  から  3≥x

     従って 
2
93 <≤ x  から  [ ] 3=x 、  4

          [ ]  のとき  3=x 995 =−x   518=x     

     [ ]  のとき  4=x 9125 =−x   521=x       (答）
5
21,

5
18

=x   

  
(8) ・・・①  ・・・② のすべての解の組を求めよ。 1322 =+ yx 3533 =+ yx

   ①, ②を x、 についての基本対称式で表わす y
       ,132)( 2 =−+ xyyx 35)(3)( 3 =+−+ yxxyyx

       ,ayx =+  として   これから bxy = 1322 =− ba
2

132 −
=

ab ・・・③ 

    また  に③を代入, 整理して  3533 =− aba 070393 =+− aa

    因数分解して 0)7)(5)(2( =+−− aaa  2=a  のとき 
2
9

−=b   

    これから   2=+ yx
2
9

−=xy  を二根とする二次方程式は   0942 2 =−− tt

    
2

222 ±
=t   従って 

2
222 ±

=x ,  
2

222 ∓
=y  (複号同順） 

    同様に 5=a  のとき 6=b   3,2=x   2,3=y  

        のとき    7−=a 18=b
2

237 ix ±−
= ,  

2
237 iy ∓−

=  (複号同順) 

       （答）（ (),2,3(),3,2(), =yx
2

222 ± , 
2

222 ∓
）,(

2
237 i±− ,

2
237 i∓−

） 

                                                                   (複号同順) 

 (9) ・・・① ・・・②（n  は自然数 ） 2723 1 =+− an・ 60475 =− an

         ①より      これから 023)27(2 <−=− na ・ 27<a  
     ②より     辺々掛けて   na 56047 =+ naa 103)6047)(542( ・−=+−
     整理して          0616,3210383014 2 =−++ naa ・

     ここで 01042849,628)616,32103(144154 2 >−=−−= nnD ・・  
            は自然数であるから 0106.972,14 >− n n 41 ≤≤ n  
           のとき  ①より 4=n 3=a   このとき②は成り立つ 
          のとき  であるが、すべて ②を満たさない。 3,2,1=n 15,21,24=a
                                            =(4 , 3) （答）  ),( an
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別解） ①と②から を消去して   移項して左辺＞0 より a 7935221 1 =+− nn・

          は自然数より05793221 1 >−=− nn・ n 41 ≤≤ n   以下同様 
 

(10)  微分方程式  を解け。但し 02 =+−′− − xeyy 1)0( −=y  とする。 
          一階線形常微分方程式 )()( xQyxPy =+′ において 1)( −=xP ,  xexQ −−= 2)(

          であるから { } )
2
12()2( 2 CeeeCdxeeey xxxxdxdx

++−=+−∫∫= −−−−

∫  

      より  1)0( −=y 21=C       （答） /2 ―2（＝ ） )( xx eey −+= 2cosh −x
 
(11)  次の連立方程式のすべての解の組を求めよ。 

22 22 −=+− zyx      ・・・ ①  
722 2222 =−+ xzzyxy    ・・・ ② 

222 =zxy                 ・・・ ③  
    式の形から ax = ,  ,   とおくと by =− 22 cz =2

        2−=++ cba  
         より 7=−−− cabcab 7−=++ cabcab   
       より 

222 zxyabc −= 4−=abc  
     を三根とする 3 次方程式は cba ,,
     から 0)4()1(472 223 =+−=+−+ ttttt 1=t ,  1,  4−  
    ∴     xa =    = 1       1      4−        x =   1       4−        1 

          = 1            1        =22yb −= 4− y i
2

1
±    i

2
1

±    2±      

           =        1       1        = 2zc = 4− z i2±      1±         1±
     （複号不同） の複号の＋に対し の複号の+,－；同－に対し同+,－の４組の解       y z

があるから、合計で 12 組すべてが解となる。              (答) 
 
(12)  方程式  の実数解を求めよ。 xxx 2)124(log 2

2 =++−
解が小数になる場合は関数電卓を用い、小数第 2 位まで正確に計算せよ 

       解） 真数＞0 より  0)2)(6(1242 >+−−=++− xxxx ∴  62 <<− x
           より  xxx 2)124(log 2

2 =++− 16)2(1242 222 +−−=++−= xxxx

       ・・・(*) より 16)2(4 2 +−−= xx 2=x  のとき  で  が解 1642 = 2=x
        グラフで考えると (*) は 62 <<− x  の上に凸な放物線で で最大値 )16,2(
    をとる。 指数関数  は を通る右上がりの曲線で、両曲線のもう x4 )1,0(

一つの交点は (+0) の近傍である。（グラフ：略） 2−=x
          代数的な解法は不可能なので、数値を代入して確認していく。 
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9.1−=x  のとき     07179.04 9.1 =− 79.01242 =++− xx
差が相当あるので 99.1−=x  とする。その後、逐次推定し代入 

        (*)の左辺＝   (*)の右辺＝  →−= 99.1x 06337.0 0799.0
        〃        〃           →−= 991.1x 06328.0 07192.0

→−= 992.1x    〃        〃      06319.0 06393.0
              〃      〃      →−= 993.1x 06311.0 05595.0
      992.1−=x  まで 左辺＞右辺が、 993.1−=x で逆転している。 
     従って方程式の解は 992.1993.1 −<<− x  で 99.1−=x が解 
                                         2=x    (答) 99.1−=x
 
問題 2.  次の等式が成り立つことを証明せよ。  

        のとき   122 =+ yx 4224

4224

24

24

510
105

52016
52016

yyxx
yyxx

xx
yy

+−
+−

=
+−
+−

  

    

 [証明]   右辺＝
1124
1124

510
105

224

224

4224

4224

+−
+−

=
+−
+−

yxy
yxx

yyxx
yyxx

   )21( 2244 yxyx −=+∵

従って証明すべき式は  
1124
1124

52016
52016

224

224

24

24

+−
+−

=
+−
+−

yxy
yxx

xx
yy

  となる。 

∴ )1124)(52016( 22424 +−+−= yxxxxP   
              を示せばよい。  0)1124)(52016( 22424 =+−+−− yxyyy
    ×+−−−+−−−= 226644442288 240)(80)(16)(192)(64 yxyxyxyxyxyxP

)(20)(20)( 442222 yxyxyx −+−−−  
{ ))((16)(4 442222 yxyxyx ++−= )(4)(48 222222 yxyxyx +++−  

                             560)(20 224224 −+++− yxyyxx })(5 22 yx ++
    ここで  であるから 122 =+ yx

{ }224224224422 60)(20448)(16)(4 yxyyxxyxyxyxP +++−+−+−=  
      { }224224224422 15)(5112)(4)(16 yxyyxxyxyxyx +++−+−+−=
      )12)((16 422422 +−−−−= yyxxyx
          { } 0)(1)(16 22222 =+−−= yxyx

        であるから 等式 4224

4224

24

24

510
105

52016
52016

yyxx
yyxx

xx
yy

+−
+−

=
+−
+−

 が成り立つ。 

                                     Q.E.D 
別解)   より  122 =+ yx θcos=x , θsin=y  とおける。 

    証明すべき式は 
θθθθ
θθθθ

θθ
θθ

4224

4224

24

24

sin5sincos10cos
sinsincos10cos5

5cos20cos16
5sin20sin16

+−
+−

=
+−
+−
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        この右辺は 22224

42222

)cos1(5)cos1(cos10cos
sin)sin1(sin10)sin1(5

θθθθ
θθθθ

−+−−
+−−−

  

                   
5cos20cos16
5sin20sin16

24

24

+−
+−

=
θθ
θθ

  元に戻して 

          4224

4224

24

24

510
105

52016
52016

yyxx
yyxx

xx
yy

+−
+−

=
+−
+−

 が成り立つ。  

 Q.E.D  
 

問題 3．無限級数 S= ++++ 2222 4
1

3
1

2
1

1
1

・・・・について 

  (1)  2
2
3

<< S  であることを示せ。 

 (2)   を正の整数としてk
k

S
2π

=  であることが知られている。k の値を推定し求めよ。 

     但し、数学的に厳密な論証は不要で、電卓の使用は可とする。 
解）  

(1) 項までの和を とし n nS 1−nS で  をn )1( −nn 、 )1( +nn  に置き換えると 

  +++
54

1
43

1
32

1
・・・

・・・ ・＋1−S
)1(

1
+nn

＜ 1−nS ＜ +++
43

1
32

1
21

1
・・・

・・・・
)1(

1
−

+
nn

 

  第 1 項、第 3 項を部分分数に分解して 

 第 1 項＝ )
1

11(
2 +

−∑
= nn

n

n

＝
1

1
2
1

+
−

n
 、第 3 項＝

nnn

n

n

11)1
1

1(
2

−=−
−∑

=

 

∴   
1

1
2
1

+
−

n
＜ ＜ 1−nS

n
11−     

n
S

n n
12

1
1

2
3

−<<
+

− ・・・① 

ここで ①の 　の極限値をとって ∞→n 2
2
3

<< S        Q.E.D 

(2) (1)の結果と合わせ 2
2
3 2

<<
k
π

 

    π ＝3.14 として ＝9.86    、2π 223 π<k
2

2π
>k から 4.93＜ ＜6.57   k

  k は整数より  =5 のとき ＝1.972、 =6 のとき ＝1.643 k S k S
 の値を定めるため、5 項ずつの累計和をとってみる。 k

++++= 22225 4
1

3
1

2
1

1
1S 25

1 =1.4636 

同様に ＝1.5497、 =1.5803、 =1.5961、 =1.6057・・・・と、 10S 15S 20S 25S
急速に収束していく。このことから =6 と推定される。     (答)  =6 k k
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問題 4. 次の不等式を解け。また(3) については証明せよ。 
(1)  { } 1)3(log)13(loglog2 <−+− xx xx  
 いま }{  内を α  とすると α は真数で 0>α 、かつ 2loglog 22 <α とあわせ 

      20 <<α   対数の性質から 0>x , 1≠x , 013 >−x , 03 >− x  
      これから 131 << x , 31 << x  ・・・① 

   20 <<α  より 
2log)3)(13(log1log xxx xxx <−−<  ・・・② 

   1) ②で 1>x , ①とあわせて 31 << x  のとき 
2)3)(13(1 xxx <−−<    

右の不等式から 03104 2 >+− xx  4)135( +>x  4)135( −<x  

左の不等式から 04103 2 <+− xx   3)135(3)135( +<<− x  

         これらをあわせて 
3

135
4

135 +
<<

+ x  ・・・③ 

    2) ②で 10 << x , ①とあわせて 131 << x  のとき 
1)3)(13(2 <−−< xxx    

右の不等式から 04103 2 >+− xx  3)135( +>x  3)135( −<x  

左の不等式から 03104 2 <+− xx   4)135(4)135( +<<− x  

         これらをあわせて 
3

135
4

135 −
<<

− x  ・・・④ 

    ③、④ に共通部分はないから各々が解となる。 

             
3

135
4

135 +
<<

+ x ,  
3

135
4

135 −
<<

− x  （答） 

  (2)  122 32 +>−−+ xxxx  

   根号内 0≥  であるから 022 23 ≤−−+ xxx より 11 ≤≤− x ,  2−≤x  
   右辺は 1+x  であるが 11 ≤≤− x  より 01≥+x  ・・・① 
   2−≤x  から 11 −≤+x  で、この時は与えられた不等式は常に成り立つ。・・・② 
   従って ①より 11 ≤≤− x  のとき、両辺 0≥  であるから平方して 

    0)12)(1()1()22( 2223 >−++−=+−−+−− xxxxxxx  

    これより 21−−<x  , 211 +−<<− x  条件とあわせ 211 +−<<− x  
    ②の時も解になるから  2−≤x  

    共通部分がないからこれらをあわせて  211 +−<<− x , 2−≤x  （答） 



 (3)    ( ) を証明せよ。 152016 35 −≥+− xxx 0≥x

xxxxf 52016)( 35 +−=  とおく。  で  の極小値が  を示せばよい。 0≥x )(xf 1−

)11216(5)( 24 +−=′ xxxf ＝ { }{ })526(16)526(16
16
5 22 −−+− xx  

)
4

15)(
4

15)(
4

15)(
4

15(80 −
−

−
+

+
−

+
+= xxxx    

0≥x  で )(xf ′  の符号を調べて 

    x     0 ・・・ 4)15( − ・・・ 4)15( +  ・・・ 

        （＋）  0  （－）    0    （＋） )(xf ′
        0   増加  極大値 減少    極小値   増加 )(xf

これから 
4

15 +
=x  で極小値をとる。

4
51±

=x  を解とする二次方程式は 

0124 2 =−− xx   割り算を実行し  1)1324)(124()( 232 −−−+−−= xxxxxxf

  1)
4

51( −=
+f   ∴  1)( −≥xf  ( )  0≥x ∴      Q.E.D 152016 35 −≥+− xxx

 

問題 5. θθ 5tan,3tan  を θtan  で表わし、その結果を利用し
20

tan π  の値を求めよ。 

θ
θθ

θ
θ

θ
θθ

θθ
θθθθθ 2

3

2

2

2

tan31
tantan3

tan1
tan21

tan1
tan2tan

2tantan1
2tantan)2tan(3tan

−
−

=

−
−

−
+

=
−

+
=+=  

同様に  
1tan10tan5

tan5tan10tan
3tan2tan1
3tan2tan)32tan(5tan 24

35

+−
+−

=
−

+
=+=

θθ
θθθ

θθ
θθθθθ  

ここで 
20
πθ = , x=θtan  とすると 1

4
tan5tan ==

πθ   1
4

tan
20

tan0 =<=<
ππx  

従って   xxxxx 5101105 3524 +−=+−
01510105 2345 =−++−− xxxxx   左辺を  とおくと明らかに  )(xf 0)1( =f

0 << x 1 より 割り算を実行して   014144 234 =+−−− xxxx
これは相反方程式であるから  で割って変形して )0(2 ≠x

 016)1(4)1( 2 =−+−+
x

x
x

x      より 0>x )51(21
+=+

x
x  これから 
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01)51(22 =++− xx   525)51(1)51()51( 2 +±+=−+±+=x  

10 << x  かつ 0525526525)51( >+−+=+−+=x  より 

525)51( +−+=x           （答） 525)51(
20

tan +−+=
π

   

θ
θθθ 2

3

tan31
tantan33tan

−
−

= ,  
1tan10tan5

tan5tan10tan5tan 24

35

+−
+−

=
θθ

θθθθ  

 
問題 6. 次の不定方程式の整数解を求めよ。  
  (1)  6332)( −−+=− yxxyyxxy  
   (2）  522 +−=− yxxyyx

（3)   9)1( 22424 =++− yxyyx
 
(1) x  について整理して   0)2(3)32( 22 =++++− yxyyyx
    因数分解して 0)2)(3( =−−− yxxy   
     を満たす整数解があればそれが答である。 ,3=xy 2−= xy
  0)1)(3(3)2( =+−=−− xxxx   3=x  のとき 1=y  

     のとき            (答）1−=x 3−=y )3,1(),1,3(),( −−=yx  

 
(2)    よって 5)()( =−−− yxyxxy 5))(1( =−− yxxy  

             1      5     =−1xy 1−     5−  
=− yx   5     1     5−     1−    

   これから  =xy      2      6          0 4−  
                     =y ,5−x ,1−x    ,5+x   1+x  

      これらの組合せの中で x  が整数になるのは ,6)1( =−xx  0 のとき 

      より 062 =−− xx 2,3 −=x  このとき 3,2 −=y  
      より   052 =+ xx 5,0 −=x  このとき ,5=y  0 

                       （答） )3,2(),2,3(),( −−=yx , )0,5(),5,0( −  

 
(3)   9)1( 22424 =++− yxyyx

   (2)で x  を 、  を  でおきかえたものが左辺であるから 2x y 2y
     因数の組合せは 9))(1( 2222 =−− yxyx

        9      3     1    =−122 yx 9−      3−      1−  
=− 22 yx    1     3      9      1−      3−     9−  

   10      4      2      =22 yx 8−      2−       0 
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)( 2222 yxyx −+=−  だから 
=−+ )( 22 yx  1      3＊     9      1−      3−     9−  ＊＊  
=− )( 22 yx 10−    ―4＊   2−       8              0 ＊＊ 2

    を解とする二次方程式で正根 or 0 と負根を一つずつ持つものを選び  22 , yx −
  正根 or  0 を  の、負根を  の解とするとよい。（2x 2y− yx, は整数） 
    これらの条件を満たすものは ＊、＊＊より得られる。 
   ＊ のとき        0)1)(4(432 =+−=−− tttt 1,4 −=t  
                   から 42 =x 12 −=− y 2±=x ,  1±=y  
   ＊＊ のとき        0)9(92 =+=+ tttt 9,0 −=t  
                   から 02 =x 92 −=− y 0=x ,  3±=y  
  与式の左辺は  or  についての二次式で正負の符号はどちらでも良いから 2x 2y
   の組合せは＊ のとき４通り、＊＊ のとき 2 通りの 6 通りとなる。 ),( yx

         （答） ),1,2(),1,2(),1,2(),1,2(),( −−−−=yx )3,0(),3,0( −  

 
(注)  ,  は更に因数分解できるが組合せを多くして計算を複雑に、 122 −yx 22 yx −
  また見通しを悪くするよりも、と考え ,   間の因数の組合せ 122 −yx 22 yx −
  を調べた。また ＊で   ,   の 0)1)(4(432 =−+=−+ tttt 12 =x 42 −=− y
  場合は ,   or ,   の条件に反しありえない。 122 >yx 22 yx > 122 <yx 22 yx <
   ＊＊ についても同様である。 

 

問題 7． ,  2=x
5

135 +
=x  は次の方程式の解であることを示せ。 

   ・・・・・（＊）  1)1(log)6(log 2 =−+− xx xx

   
解） 与えられた方程式を解くことを考える。 真数および底の条件から 

 > 0,   これから 1＜x−6 1,1,0,01 2 ≠≠>>− xxxx x＜6 ･･････① 

底を変換して 1
log

)1log(
log2

)6log(
=

−
+

−
x

x
x
x  両辺に  を掛けて整理して xlog2

06137 23 =−+− xxx    因数分解して  0)35)(2( 2 =+−− xxx

  ∴   or 2=x
2

135 ±    
2
9

2
45

2
1354

2
35

=
+

<
+

<=
+

、 1
2

35
2

135
=

−
<

−     

①から 2=x , 
2

135 +
 が解となることが示された。 
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(別解)  上記と同様に 1＜ x＜6 であるが 2=x ,  
2

135 +  は条件を満たす。 

2=x ,  
2

135 +
 を方程式の左辺に代入し、右辺になることを確かめる。 

ⅰ）  のとき 左辺＝2=x 1011log4log 24 =+=+  

ⅱ) =x
2

135 +  のとき 
2

13519
4

1310382 +
=

+
=x  

  
2

1331 +
=−x   

2
137

2
)135(12

6 −
=

+−
=− x  

  左辺＝
2

133log
2

137log
2
1

2
135

2
135

+
+

−
++

=

2
135log

2
133log

2
135log2

2
137log

+

+

+
+

−

 

    ＝

2
135log2

2
133log

2
137log

2

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+

−

＝

2
13519log

2
13311log

2
137log

+

+
+

−

 

    ＝

2
13519log

4
131038log

+

+

＝１  

よってⅰ）、ⅱ)より 2=x 、
2

135 +
が解 

 
3. 終りに 
  昔から方程式が好きで、高校生の時に高木貞治博士の「近世数学史談」等を読んだが、 
 その中に掲載されていたアーベルの「不可能の証明」やガロアの「方程式論」の詳細は

当時理解できなかったものの、基本的な考え方を見て胸はずむものを覚えた。 
  今回、数ｹ月間 余暇に思いつき蓄積した新作問題を纏めてみた。 
 前回同様、「別解」についてはできるだけ載せるようにした。 
  私としては力を入れたわりには良問が少ないと思うが、これもアマチュアの「趣味の 
 数学」の範囲から脱し得ないため、と考えている。 
  お気付きの点について各位のご意見を伺えれば幸いである。 
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