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アルベロス図形と算額図形の数理

林雄一郎＊

１はじめに

昨年秋、大学時代の友人から面白い問題を考えたので大学の講義の折にでも使ってくれ

という手紙に添えてレポートが届いた。彼は東京都立高校で長らく教職に就く傍らＮＨＫ

のラジオ・ＴＶ講座、教科書執筆（啓林館）を手掛けた異才な人物である。テーマは「複

素数と直線と円そして、アノレベロスからシュタイナー円鎖へ」１というもので、内容は、複

素数平面上で直線や円、１次分数変換､反転を説明し、アルベロスやパップスの円環定理、

シュタイナーの円鎖定理を扱った、たし､そう面白いものであった。また、和算ではこの種

の円に関する幾何図形を多く扱っており、算額として神社に奉納されている。本稿では、

アルベロス図形と或る算額問題に潜む数理を紹介する。

２アルペロス図形

「アルベロス」とは“靴屋のナイフ（leather-worker'sknifb)'，という意味である。

写真は次の資料である。
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“アルベロスの問題,，とは

「中心ＨからＡｒへの垂線はＨについての円の直径に等しく、ｏからの垂線はｅについての

円の直径の２倍に等しく、Ｋからの垂線は３倍に等しい。残りの垂線は、限りなく生ずる

円の内接によって単一に増加する円列の順番に従って、順序正しくそれと同数倍の適当な

円の直径に等しい」（同上論文ｐ581）

作図してみると以下の図１のようになる。垂線の長さは円Ｃｌの場合は直径

円Ｃ２の場合は円Ｃ２の直径の２倍、円Ｃ３の場合は直径の３倍、・・・となる。

垂線の長さは円Ｃ１の場合は直径と同じ、
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図１アルベロス図形

この命題が成り立つことは反転を用いると簡単に証明できる。

図２で、大円Ａは反転円で、小円Ｏ及び０２は反転円の中区１２で、大円Ａは反転円で、小円Ｏ及び０２は反転円の中心Ａを通るように配置する。

反転円の中心を通る円はＡＢに垂直な直線に写像されるから、小円０，０２の反転像はそ
れぞれ直線Ｌ１、Ｌ２になる。

アルベロスの内接円群０１，Ｃ１，Ｃ２，．．．は小円Ｏ及び０２に挟まれた領域内にあ

り、それらの反転像は直線Ｌ１，Ｌ２に挟まれた領域内に写像され、それぞれ等円ｏｒ、

Ｃｒ、Ｃ２￣、・・・になる。その根拠は、反転円の内部にある円で反転円の中心を内部
に含まない円は、反転円の外部の円に写像されるからである。
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図２元の図形を反転した図形

図から、例えば円Ｃ２と円Ｃ２￣は点Ａを中心とした相似の位置にある。

線分Ｃ２￣ｏｒの長さは等円の直径の２倍である。したがって、円Ｃ２から線分ＡＢに

下した垂線の長さは円Ｃ２の直径の２倍となる。他の内接円についても同様に証明できる。

以上の議論のうち反転図形については、複素数平面上で確かめることもできる。

図２で点Ａを原点とし、直線ＡＢを実数軸、点Ａで垂線を立てそれを虚数軸とする。

例えば大円A､円0,円０２をそれぞれ|zl=６，|z-31=３，lz-21=２とすると

反転の中心が原点だから、反転はｗ＝36/ｚ・・・①で与えられる。

円｡加で変換す阯|等-ｺﾄﾖ簡約す…鶚に､…化おけ'‘
ｘ＝６これが直線Ｌ１である。同様に、円０２はｘ＝，これが直線Ｌ２である。

内接円｡'は､|z-51='これを①で変換すると（36-5Ｗ)(36-5両)=w雨

(燕一等院薑(訂 (筈p)半径： の円ｏｒとなる。x2＋ｙ２－ｌ５ｒ＋５４＝0 中心



３算額の問題２

右図の問題は川越八幡神社にある算額である。問題

は以下の通りである。

今有如図円内容源円及累円及不動寄隅仮画六切

其外円径若干間随容円数得至止円径術如何

答日如左術術日以容円数除外円径得至火止円径合

間
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「川越の算額と和算家企画展」抜粋

川越市立博物館

現代語訳

「今図のﾉ坊〈が円に源)ロワをノブ渡｢さｾﾞL/所Ｆ７に接;し、互いに鋳：ナろ累月をｿ(れろ。′Eに六i燭「

を画く。外/c9i蚕を与えたとき、生月径６，』鳧ﾌﾋを蓉円数に従ってpyeめる方)醤を/;9ｹﾞｸ」

「舎古に曰く左jiiFZつｊｉｉ７Ｌ。ノゥ6Fに曰く雰ﾉﾛﾜ数を’てﾀｸ切径を･除プアzは笙う回と円径を得て)ｸﾞｮｶﾞ弘二

合力すなわち止円径の最大値＝外円径÷容円数

下図で考える。外円を円Ｏ、源円を円０２、累円を０１，ＣＬＣ２，．．とする。反転

円をアルベロス図形と同じように円Ａとする。
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累円数を〃＝2ｍとおく。外円と源円との接点Ａを通る両円の直径をＡＢ、ＡＣとする。

ＡＢ＝a、ＡＣ＝ｔとおくとｏ〈r〈α累円の中心をCl,C2,Ｑ,…;Ei,E2,E3,…とし、止円

をｑ,,E",とする｡これらを反転円Ａで反転して得た円をＣ10,Ｃ21,..,Ｑ';E1i,Ｅ２',..,Emj，と

する｡ｑ,且’の半径をＲとする。ＡＯＡＤ=α②よＭＤ=生=α+2Ｒこれより

卜筈(ﾅｰﾙ此線分…中点とするＭ川臺川､…(加一ﾘﾎﾞ
また、止円Ｃｌ,，の半径をァとおく。止円Ｃ､，と反転円Cl,,’は相似の位置にあるから

ＡCl":ＡＣ1,,'＝ｒ:Ｒ他方、点伽を反転した点をｊＶとおく。また、点Ｐを反転した点
をＰｉとし、直線ＡＰが止円０７１の接線ならば点Ｐ１は反転円０７１１の接点である。

ここでＡＡＭｑ,＝α２Ａ伽!＝、V＋入り?↑

ＡＰ､ＡＰ'＝α2＝ＡＣ腕.ＡｊＶＡＰ:ＡＯ７Ｚ＝ＡｊＶ:ＡＰ’三角形ＡＰＯ７Ｚと三角形ＡｊＶＰｉ

は相似となり、ＡｊＶＰｉは直角である。よって、三角形ＡＰＩＣ7?z『と三角形ＰｉｊＶＤ７ｚ１は相似

となり、ＰＩＣ"i:/VC"?'＝ＡＣ"Ｔ:Ｃ"Ｚ１Ｐｌ

ｑ２

，w-Rだ…oww-RMch÷』。}Ｍ偽
αＺα２よってｒ＝坐E2LR＝

ＡＣ",’
．Ｒ・・・①Ｒ＝

ＡＣ７７１１２－ＡＣﾉﾌﾞ70./VC>７１１Aq,!(AC〃'－１VＣ",'）

また、三角形Ａｑ１ｏｌ１は直角三角形だからＡｃｌ,'2＝ＡＣ''2＋C"’'０１１２
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①の分母を計算する。以後、２腕＝〃と記す。
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止円ｑ`の直径２７を計算すると

α２ 一一

肉一《ｚ●

Ｘ
２７＝２． ・・・②

("-1)2α４ ("-1)２’’一ｘ２＋－Ｊr＋－
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Ｘ２＋a3jr＋α２
４

/(苑)=②とおく。

|士 早籔｝ ２

/'(x)=ｏｘ>ｏよりx=－
α("-1）(小１早内汁「

増減表で調べれば、このｘの値のとき極大（止円の直径が最大）になる。この直径は

２

'(右)Ｔｌｈｕルーリ…α("-1）＝_上竺１１Ｊ=２

－T-Z7FI了十万可可+示
したがって、止円の直径の最大値は外円径÷累円の個数となる。

４終わりに

アルベロス図形や算額図形の作者は、アルベロス図形や算額図形の作者は、どのようにして図形の性質を見付けたのだろう

か？和算には証明という考えがなかったから様々な具体例で実測し、帰納的に命題が成り

立つことに確信を深めていったに違いない。その直観力に敬服する。
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