
面積で導入する対数関数

林雄一郎（北海道情報大）

１はじめに

高校数学の微積分は、極限、関数の連続、中間値の定理、平均値の定理、自然対数の底、

原始関数を求める議論、区分求積による面積などで「…であることが知られている」「一般

に…が成り立つ」と直観的に理解させるものとなっている。だから、極限の議論に必要な

実数の性質（連続性の公理かデデキントの切断）とCauchyの収束条件、Ｅ－６テクノロジ

ーなどは回避し、“直観的な理解，，を促す。他方で、論理的思考力の急激な発達段階にある

高校３年生には、論拠に基づき筋道立てた教え方も必要な場合があるであろう。

本稿では､指数･対数関数を取り上げてそれを体系的に扱うために､対数関数ｙ＝logxを

ｙ＝lのグラフを用いた図形の面積で導入する方法(1)を紹介する。この方法は､指数関数
．ｒ

ｶｺら対数関数という伝統から離れて、有理式を既知の関数と考え、その積分関数として生

ずる新たな関数を考察することで対数関数が得られ、その逆関数として指数関数を求め、

さらに一般の指数・対数関数を導く。

これは対数関数を直観的な面積に結び付けられるほか、底ｅや実数の指数法則、微分の

際のやっかいな問題を迂回し体系化できるメリットがある。また、関数,ogxと関数１の
Ｘ

関係を面積で捉えることは、定積分への準備と７t向る゜

さらに、log("+')が、ｙ=1,y=0,x=',x="+'で囲まれた図形の面積となることか
．Ｘ

ら1.9("+')<'今夛…+＃という不等式が証明できる。

二の式から]典'十一｡。さらに咽豈÷-÷'｡…おくと２３

蛆｡團(川)-'･農">・古くF1等-'．g(州)-'｡g〃
八必>αh令!〉…>０より(αh｝はγ=057721566…(Euler定数)に収束する。

２指数関数、対数関数の微分を求める際の問題点

教科書では、次のいずれかの方法が採られている。

･指数関数の微分から対数関数の微分へ

まず指数関数e奏の導関数を求める。ｙ＝αｴのグラフで、αをいろいろ変えたときの軌
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跡を図形的に示し直観的に理解を促す｡点(0,')における接線の傾きが'になるときの底

αを頭ごなしにeと定める｡これは’im2i二l=1.…(*)を仮定したことになる。
ｈ→ｏｈ

（生徒：傾きが１になる接線は本当

にあるのだろうか？また、（*)を考え

る意図が不明である。別に１でなく

２になるようなａの値を考えてもい

いのではないか）
鱗

先に進めば(0,1)における接線の

傾きは109αであり、連続的に変化す

れば中間値の定理で１となるからな

るほどと分かるのだが・・・ 。

こ…(ず)上川'卿)÷('･圖排志逆関数の微分公…

(小仙:．［方Ⅱm幽ＬＭ,煙(叶帯}薑…願に導いマカ→0ハ

いく。

･対数関数の微分から指数関数の微分へ

まず､隅('+")!'ﾙｰe…..(**）を数値的に示し直観的に認めさせる。ところで、

'=('十ｘ｢のｸﾞﾗﾌを描くと下図の2つのようになる。
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(生徒：一定値にだんだん近づくように見えるが本当だろうか？）

2.71

２．７１

2.71

８

（生徒：１億前後で激しく振動している。（＊＊）の左辺は本当に収束するの？）

もし、グラフで視覚的に見ても（＊＊）は疑問が残るならば、次のように説明してあげる

しかないだろう。

作(肝#1-1+器辮苧鶚…半壼

薑,Ⅲ堂C二三L二iL上:)…('‐旱）
２！３！ 〃！

<'十拾+±+…半壼<川十:+会+…十余＜ョ
数列{q,)は吹第に項数が増えるから単調増加であり有界だから収束する。

実数の連続性という伝家の宝刀を抜く後味の悪さを味わう。「ずるい」という声！？

このあと教科書では

('w)一隅'･圏北羊差)-'・込鵬士'･乳(肝等）
棚豈皿圏ﾙﾙﾙ+慨'･瞥川伽)た志
('卿)'一十（・鱸)ﾋﾋ9．（ず)とⅢま対数微分で導かれる。

(注）（*）￣（**）

ｅ〉1かｏならず〉1なのでeルー1+l
ｊ

とおくん→０ならば/→｡０

３



eＡ－１１１
－＝一一

Ⅷ''昭(肝})－１玉｢T=万
伽薑'昭(1号） から明らか。

３面積で表された関数と対数関数

三角関数が直角三角形という図形を使って導入されたように、対数関数もグラフで囲ま

れた図形の面積（不定積分）を使って導入するという思想である。

関数L(た)を、ｋ〉,の場合はy＝１，Jr＝,,ｴｰﾙ,y＝Oで囲まれた面積値で定義する。
Ｘ

Ｏ＜ｋ＜1の場合は面積値|こマイナスを付けた値とする.Ｌ(1)＝Ｏが成り立つ。

L(x+ｈ)-L(x)の面積を、これを囲む長方形の面積で評価すると

ル0とすれば〃☆<L伊附)-L(工)<ﾙｭﾋたがってＪｒ

１ｉｍＬ(斯十ﾉi)_L(瀧），ｈ<0の場合も同様に成り立つ
力→１０ 〃x

（L(藤)),薑＋したがって、関数Lい)は微分可能である。

.Ｌ(x)には乗法定理が成り立つＬ(α6)=L(α)+L(6)

合成関数の微分法から(L("))臺豈｡÷
したがって、Ｌ(czx)＝Ｌい)＋ｃｘ＝１とするとｃ＝Ｌ(α）

(陰の声）関数L(Jr)の正体は対数関数,､ｇｘである

（'卿)'÷だ…(蕪)薑,､帥ｃ叩)＝1.gM-c-ⅢL（だからＬ(x)=logJr+ＣＬ(1)=logl+C=C=０.Ｌｃ） ＝logJr

４



、

これで対数関数の再定義ができた。以下、Ｌい）の代りにlogjrの表記を使う

・ｌｏｇｌ＝Ｏ

（'｡g躯)七十>oより明ら畑･関数logx：単調増加

･〃:整数、α＞０のとき１ogα"＝〃logα

〃＞０のとき〃＝１は自明。〃＝ル＋1のとき

logα吟'=logα+1ogak＝logα+k1ogα=(ｋ+1)logαより成り立つ。

〃＜０のとき－〃＝腕とおくとlogα耐＝腕109αから明らか。

.αを有理数、１ogαα＝a1ogα

α＝エとすると、（αα)胴＝(α"ﾉ碗)願＝α〃log(αα)噸＝肌｡gαα
〃

またlogα"＝〃logａ．.、腕logαα＝〃logα

･関数logx：すべての実数の値をとる中間値の定理より明らか。

４指数関数

対数関数logJrを使って指数関数expxを導入する。

・関数expxの定義

１０９ｘは単調増加なので１：１、連続なので逆関数が存在する。

定義する。

それを指数関数exprと

logxの値域はすべての実数なのでexpxの定義域もすべての実数。また、値域は正の実

数となる。

定義からexp(1ogx)＝ｘ ｌｏｇｌ＝０からｅｘｐＯ＝１

.指数関数eXpxの加法定理ｘ,y:実数exP(x+y)=exPx・eXPy

expx＝α,expy＝６とおけばｘ＋ｙ＝logα＋log６＝loga6

AexP(jr+y)=α6=eXPxcXPy 任意の実数に加法定理が成り立つ！

・自然対数の底expl＝ｅと定義する。これからlogｅ＝１が導かれる。

1.9kの値は､曲線１とｘ軸ｘ＝１，x＝kで囲まれた面積値だから、これが皇f亟暹iLと
Ｘ

なる場合のﾙｶﾖｅである。これがｅの正体！グラフから２＜ｅ＜４がわかる

碗が鬮然数のとき｡xp"-．㈹xp(-")÷
ｅｘｐ〃＝ｅｘｐｌｅＸｐｌ…ｅｘｐｌ＝ｅ･ｅ･･ｅ＝ｅ〃

５



■

1=exp("-")=exMexp(-")=e"・exp(-")より明らか。

化剛)乞叩…’とおくと'w＝(１.凰卜＋
逆関数の導関数を求脆塞薑士十’…

のｙ

･ｅｘＷをｅ蕊と表記する。

.,im△=，‘蕊の導関数を定義に基づいて計算すると’ﾙｰe繁-°霧(洲）
h→Oｈハル

他方､(e曇)'=ずが成り立つからAli､坐=’２で述べた困難克服１
ｶ-’0〃

５一般の指数関数、対数関数

αを底とする指数関数を関数expx、ｌｏｇｘの合成関数として導入する。

.α重の定義

α>ＯＪｒは任意の実数αｴｰeXp(Jrlogα)=e蕊1.8゜と定義する。

(α髪)，=α謎(α6)露=ｑｖ．』Ｗは実数α襲十y＝α蕪．αソ

実数について初等的には証明できない指数法則が成り立つ！

‘曇辮'=exp((ｊＷ)log.)=exp(灘1.9α+ylogα）

=exp(xl。gα)exp(ylogα)＝α星.α，

…xP(机･go)=・xp(小log`))－．Ｗ1.9・雲)-．xp(log(・ず）
=exp'｡g(｡曇)，=(‘灘)，

(α6)璽=exp(灘logα6)=exp(jr(logα+1096))=expcloga)exp(ylog6）
＝α態･bｙ

．αｏ＝１ αo＝exp(OlogQ)=expO=１

．(α雪)と(logα)｡’ Jrlogα＝ｙとおくとαx＝ｅｘｐｙ

６



一一

咽―ぬ α（
票÷…腓(logαﾙエ

.,im型l±』'1=，
h→０〃

左辺はⅢ.…薑,のときの微分係数の値（log弱),薑十から明らか。

Ｍ胸煙(叶斗卿別の正体！
｡>0,6は実数ならばα`＝exp(6logα）よって61.9α=logα‘

慨･汕圏(M)!L慨･麺凶;=L・叩Ｈ
他方explog灘=xだからexplog(1+力)''カー('十A)''ル

ポｗ(叶励)し。ル薑:とおけば煙(肝;)-…述べた困難克服！
・logaxの定義

関数ｙ＝αxの逆関数を、αを底とする対数関数と定義し、ｙ＝logaxと表記。

ごびり▲つ

・logｘ＝logejry＝ｌｏｇｘとおくとｅｘｐｙ＝ｘｅｙ＝ｘｙ＝logex

･IOMﾉｰ1.9.x+log｡ylogoxk＝A1ogojr（logob)(log6c)=1.9.．

最後の公式はα灘=Ｍ=cとおくと←(‘綴)'=α靭秒=1.9`．より成り立つ。

{'･圖小志

!…鵲だ加('･麿非(鵲1歳('･凰小志
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