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１ 緒  言 
  ２次形式 2 2( , )f x y ax bxy cy= + + と整数 nに対して、 ( , )f x y n= を満たす整数 x、

yが存在するとき、nは f によって表示されることになる。本稿では、与えられた２
次形式が自然数 nを表示するか、あるいは、与えられた判別式を有する２次形式の中
に自然数 nを表示するものが存在するかといった問題について考察する。 

  ２次形式 f が0を表示することは明らかであり、２次形式 f が負の数 n− を表示す

ることは２次形式 f− が自然数 nを表示することと同値である。これより、２次形式
による整数の表示問題は自然数の表示問題に帰着される。１）－１０） 

 
２ ２次形式による自然数を表示するための条件 

2 2( , )f x y ax bxy cy= + + を判別式Dの２次形式、 nを自然数とする。整数の組 
( , )r t が ( , )f x y n= の原始解であるとは、 ( , )f r t n= かつ r、tが互いに素であるとき
にいう。また、このとき、nは f により原始的に表示されるという。nが f により表
示されても、原始的に表示されるとは限らない。例えば、 2 2( , )f x y x y= + のとき、

2 22 2 8+ = より、 8は f により表示されるが原始的には表示されない。 ( , )α β が
( , )f x y n= の非原始解であり、その最大公約数が dであるとき、明らかに 2d は nを
割り切る。ここで、 'dα α= 、 'dβ β= 、 2'n n d= とおけば、( ', ')α β は ( , ) 'f x y n=
の原始解である。これより、２次形式による整数の表示問題は原始解の存在問題に帰

着される。特に、 nが素数である場合等、1以外の平方数で割り切れないときには、
( , )f x y n= の解は常に原始解である。 
 

補題１  
 2 mod 4m D n≡ 、0 2m n≤ < を満たす整数mが存在するとき、 nは判別式Dの
ある２次形式により原始的に表示される。 

  proof 
    仮定より、 

2

4
m D

n
−=A  

が整数であることから、２次形式 2 2( , )g x y nx mxy y= + + A が定まる。 gの判別   
式は 2 4m n D− =A であり、 (1,0)g n= であることから、nは判別式Dの２次形  
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式 gにより原始的に表示される。 
                         q.e.d. 

     

定理１  
 自然数nが、判別式Dのある２次形式で原始的に表示されるための必要十分条件
は、 2 mod 4m D n≡ 、0 2m n≤ < を満たす整数mが存在することである。 

  proof 
    十分性は補題１で示されているので必要性を示す。自然数 nが判別式Dのある

２次形式 2 2( , )f x y ax bxy cy= + + で原始的に表示されたと仮定する。 ( , )f x y n=
の１つの原始解を ( , )r t とする。 r、 tは互いに素であるから、１次不定方程式 

     1ry tx− =  ・・・① 

  に整数解 ( , ) ( , )x y s u= が存在する。
r s

T
t u
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

とおくと、T は正の特殊１次変換

である。このとき、 

     
2 2

2 2

t

m bn a
T T

m b c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟=⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟ ⎟
A

、
'
'

x r s x
y t u y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟=⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

  により、 ( , )f x y に正に対等な２次形式 
     2 2( ', ') ' ' ' 'g x y nx mx y y= + + A  
  が定まる。ここで、 

     

2 2

2 2

2 ( ) 2
n ar brt ct
m ars b ru st ctu

as bsu cu

⎧⎪ = + +⎪⎪⎪ = + + +⎨⎪⎪⎪ = + +⎪⎩A
 

  が成立する。 
   ここで、①の１つの解を 0 0( , )s u とすると、一般解は、 
     0s s rk= + 、 0u u tk= +  ( )k ∈]  
  と表される。これを、 2 ( ) 2m ars b ru st ctu= + + + に代入すると、 
     0 0 0 02 ( ) ( ) 2 ( )m ar s rk b ru rtk s t rtk ct u tk= + + + + + + +  
      0 0 0 02 ( ) 2 2ars b ru s t ctu nk= + + + +  
  となることから、 
     0 0 0 02 ( ) 2 mod 2m ars b ru s t ctu n≡ + + + 　　  
  が成立する。したがって、 kを適当に選んでmが 0 2m n≤ < を満たすようにでき

る。 
   一方、 gは f に正に対等であるから判別式が一致するので、 
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     2 24 4D b ac m n= − = − A  
  が成立する。ゆえに、 
     2 mod 4m D n≡ 、0 2m n≤ <  
  を満たす整数mが存在する。 

                         q.e.d. 
     

３ ２次形式による整数の表示可能性に関する判定方法 

  前章の結果のみでは、 2 mod 4m D n≡ かつ0 2m n≤ < を満たす整数mが存在して
も、特定の２次形式 2 2( , )f x y ax bxy cy= + + が nを表示するかどうかは判断できな
い。しかしながら、定理１の証明より、２次形式 f が nを表示すれば ( , )f x y に正に
対等な２次形式 

     2 2( ', ') ' ' ' 'g x y nx mx y y= + + A  

 であって、 

     2 24 4D b ac m n= − = − Aかつ 2 mod 4m D n≡ 、0 2m n≤ <  ・・・② 

 を満たすものが存在する。 

 

  ⅰ）②を満たすm、 Aは有限個であるから、それぞれに対して、 

     
2 2

2 2

m bn ar t r s
m s u b t uc

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟= ⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟ ⎟
A

 

    を満たす正の特殊１次変換
r s

T
t u
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

が存在するかどうか判定する。 

 

  ⅱ）あるm、Aに対して上のようなTが存在すれば、nは f で原始的に表示される。
このとき、 ( , )r t が ( , )f x y n= の原始解である。 

  

  特に、判別式Dの狭義の類数 ( )h D+ が1の場合、 f と gは必ず正に対等となり、
2 mod 4m D n≡ 、0 2m n≤ < を満たすmが存在するとき、 nは f で原始的に表示さ
れる。 

  原理的には上述の手順で、nが f によって表示されるかどうか判定し、表示される
場合は、すべての原始解を求めることができる。判別式が負の場合は上のようなTは
常に有限個であるから、 ( , )f x y n= の原始解も有限個である。しかしながら、判別

式が正の場合には ( , )f x y n= の原始解は無限個となる場合があり、原始解を求める

計算も容易ではない。 
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４ ２次形式による素数の表示例 

  本章では、与えられた２次形式がどのような奇素数を表示し得るかを考察する。な 

お、奇素数 pが２次形式で表示されるときは原始的な表示に限ることにする。また、 
以下の計算では平方剰余に関する次の結果を利用する。 

    
1 1 mod 41

1 3 mod 4
p
pp

⎛ ⎞ ⎧ ≡⎪− ⎪⎟⎜ ⎟=⎨⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎪− ≡⎝ ⎠ ⎪⎩

　　 　　 　

　 　　
 

    
1 1,3 mod82

1 5,7 mod8
p
pp

⎛ ⎞ ⎧ ≡⎪− ⎪⎟⎜ ⎟=⎨⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎪− ≡⎝ ⎠ ⎪⎩

　　 　　 　

　 　　
 

    
1 1,11 mod123

1 5,7 mod12
p
pp

⎛ ⎞ ⎧ ≡⎪⎪⎟⎜ ⎟=⎨⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎪− ≡⎝ ⎠ ⎪⎩

　 　　 　

　 　　
 

    
1 1 mod 33

1 2 mod 3
p
pp

⎛ ⎞ ⎧ ≡⎪− ⎪⎟⎜ ⎟=⎨⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎪− ≡⎝ ⎠ ⎪⎩

　　 　　 　

　 　　
 

    
1 1, 4 mod 55

1 2,3 mod 5
p
pp

⎛ ⎞ ⎧ ≡⎪⎪⎟⎜ ⎟=⎨⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎪− ≡⎝ ⎠ ⎪⎩

　 　　 　

　 　　
 

      
1 1,3,7,9 mod 205

1 11,13,17,19 mod 20
p
pp

⎛ ⎞ ⎧ ≡⎪− ⎪⎟⎜ ⎟=⎨⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎪− ≡⎝ ⎠ ⎪⎩

　　 　　 　

　 　　
 

 

 （１） 3D=− の場合 

      補遺１より、 ( 3) 1h
+

− =
∼

であり、判別式 3− の簡約２次形式は、 

     2 2( , )f x y x xy y= + +  

  である。奇素数 pが判別式 3− を有する２次形式で表示されるための必要十分条件 

は定理１より、 

   2 3mod 4m p≡− 、0 2m p≤ <  

となるmが存在することである。このとき、 2 3modx p≡− が解をもつ。逆に、 
2 3modx p≡− が解 (0 )pα α≤ < をもつときは、mをαまたは pα+ の奇数の方 

とおけば、 

   2 3mod 4m p≡− 、0 2m p≤ <  

を満たす。したがって、求める素数のうち100以下のものは、 
   3、7、13、19、31、37、 43、61、67、73、79、97  
である。これらを簡約２次形式 2 2( , )f x y x xy y= + + により表示すると次のように 

なる。 

 ⅰ） 2 2( , )f x y x xy y= + + で表示できる１００以下の奇素数 

    2 23 1 1 1 1 (1,1)f= + ⋅ + =       
2 27 2 2 1 1 (2,1)f= + ⋅ + =  

   2 213 3 3 1 1 (3,1)f= + ⋅ + =      
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2 219 3 3 2 2 (3, 2)f= + ⋅ + =  

   2 231 5 5 1 1 (5,1)f= + ⋅ + =      
2 237 4 4 3 3 (4,3)f= + ⋅ + =  

   2 243 6 6 1 1 (6,1)f= + ⋅ + =      
2 261 5 5 4 4 (5, 4)f= + ⋅ + =  

   2 267 7 7 2 2 (7, 2)f= + ⋅ + =      
2 273 8 8 1 1 (8,1)f= + ⋅ + =  

   2 279 7 7 3 3 (7,3)f= + ⋅ + =      
2 297 8 8 3 3 (8,3)f= + ⋅ + =  

 

 （２） 4D=− の場合 

   補遺１より、 ( 4) 1h
+

− =
∼

であり、判別式 4− の簡約２次形式は、 

     2 2( , )f x y x y= +  

  である。奇素数 pが判別式 4− を有する２次形式で表示されるための必要十分条件 

は定理１より、 

   2 4 mod 4m p≡− 、0 2m p≤ <  

となるmが存在することである。このようなmが存在すれば偶数でなければなら 
ないから、 02m m= とおくことができる。このとき、 

2
0 1modm p≡− 、 00 m p≤ <  

が成立する。逆に上式を満たす 0m が存在すれば 02m m= は、 

   2 4 mod 4m p≡− 、0 2m p≤ <  

を満たす。以上より、判別式 4− の２次形式で表示される奇素数 pは、 
2 1modx p≡−  

が解をもつ奇素数、すなわち、
1 1

p
⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

となるものである。 

これらは、 1mod 4p ≡ を満たすものである。したがって、求める素数のうち100以
下のものは、 

   5、13、17、 29、37、41、53、61、73、89、97  
である。これらを簡約２次形式 2 2( , )f x y x y= + により表示すると次のようになる。 

 ⅰ） 2 2( , )f x y x y= + で表示できる１００以下の奇素数 

   2 25 1 2 (1, 2)f= + =       
2 213 2 3 (2,3)f= + =  

   2 217 1 4 (1, 4)f= + =       
2 229 2 5 (2,5)f= + =  
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   2 237 1 6 (1,6)f= + =       
2 241 4 5 (4,5)f= + =  

   2 253 2 7 (2,7)f= + =       
2 261 5 6 (5,6)f= + =  

   2 273 3 8 (3,8)f= + =       
2 289 5 8 (5,8)f= + =  

     2 297 4 9 (4,9)f= + =       

 

 （３） 20D=− の場合 

   補遺１より、 ( 20) 2h
+

− =
∼

であり、判別式 20− の簡約２次形式は、 

     2 2
1( , ) 5f x y x y= + 、 2 2

2 ( , ) 2 2 3f x y x xy y= + +  

  であるが、１は 1f で表示されるが、 2f では表示されない。したがって、 1f と 2f は 
対等でない。奇素数 pが判別式 20− を有する２次形式で表示されるための必要十 

分条件は定理１より、 

   2 20 mod 4m p≡− 、0 2m p≤ <  

となるmが存在することである。このようなmが存在すれば、偶数でなければな 
らないから、 02m m= とおくことができる。このとき、 

   2
0 5modm p≡− 、 00 m p≤ <  

が成立する。逆に上式を満たす 0m が存在すれば、 02m m= は、 

   2 20 mod 4m p≡− 、0 2m p≤ <  

を満たす。以上から判別式 20− の２次形式で表示される奇素数 pは、 
   5p= または、 1,3,7,9mod 20p ≡  

を満たす。このような素数で100以下のものは、 
   3、5、7、 23、 29、41、 43、 47、61、67、83、89  
である。 1f 、 2f のどちらで表示されるかは次のようにして判定できる。 

 2 2
1( , ) 5f x y x y p= + = とすると、 2 mod 5x p≡ となり、 5p= または 1

5
p⎛ ⎞⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 

となることから、 5p= または 1,9mod 20p ≡ を得る。 

 2 2
2 ( , ) 2 2 3f x y x xy y p= + + = とする。 2 ( , )f x y は5を表示できないので、 5p ≠  

である。 2 24 4 6 2x xy y p+ + = より、 2 2(2 ) 5 2x y y p+ + = 、したがって、 

2(2 ) 2 mod 5x y p+ ≡ となる。これより、
2 1
5
p⎛ ⎞⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

となる。
2 1
5

⎛ ⎞⎟⎜ =−⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
であるから、 
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1
5
p⎛ ⎞⎟⎜ =−⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

となる。ゆえに、 3,7 mod 20p ≡ を得る。 

 上に挙げた１００以下の素数を 1( , )f x y または 2 ( , )f x y で表示すると次のように 
なる。 

 ⅰ） 2 2
1( , ) 5f x y x y= + で表示できる１００以下の奇素数 

   2 2
15 0 5 1 (0,1)f= + ⋅ =     

   2 2
129 3 5 2 (3,2)f= + ⋅ =     

   2 2
141 6 5 1 (6,1)f= + ⋅ =     

   2 2
161 4 5 3 (4,3)f= + ⋅ =     

    2 2
189 3 5 4 (3,4)f= + ⋅ =    

 ⅱ） 2 2
2 ( , ) 2 2 3f x y x xy y= + + で表示できる１００以下の奇素数 

2 2
23 2 1 2 1 ( 1) 3 ( 1) (1, 1)f= ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ − = −  

2 2
27 2 1 2 1 1 3 1 (1,1)f= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ =  

2 2
223 2 2 2 2 ( 3) 3 ( 3) (2, 3)f= ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ − = −  

2 2
243 2 5 2 5 ( 1) 3 ( 1) (5, 1)f= ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ − = −  

2 2
247 2 5 2 5 ( 3) 3 ( 3) (5, 3)f= ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ − = −  

2 2
267 2 1 2 1 ( 5) 3 ( 5) (1, 5)f= ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ − = −  

2 2
283 2 7 2 7 ( 3) 3 ( 3) (7, 3)f= ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ − = −  

 

 （４） 24D=− の場合 

   補遺１より、 ( 24) 2h
+

− =
∼

であり、判別式 24− の簡約２次形式は、 
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     2 2
1( , ) 6f x y x y= + 、 2 2

2 ( , ) 2 3f x y x y= +  

  であるが、１は 1f で表示されるが、 2f では表示されない。したがって、 1f と 2f は 
対等でない。奇素数 pが判別式 24− を有する２次形式で表示されるための必要十 

分条件は定理１より、 

   2 24 mod 4m p≡− 、0 2m p≤ <  

となるmが存在することである。このようなmが存在すれば、偶数でなければな 
らないから、 02m m= とおくことができる。このとき、 

   2
0 6modm p≡− 、 00 m p≤ <  

が成立する。逆に上式を満たす 0m が存在すれば、 02m m= は、 

   2 24 mod 4m p≡− 、0 2m p≤ <  

を満たす。以上から判別式 24− の２次形式で表示される奇素数 pは、 

   3p= または、
6 1

p
⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

となるもの、すなわち、 

   3p= または、 1,5,7,11mod 24p ≡  

を満たすものである。したがって、判別式 24− を有する２次形式で表示される100 
以下の奇素数は、 

   3、5、7、11、 29、31、53、59、73、79、83、97  
である。 1f 、 2f のどちらで表示されるかは次のようにして判定できる。 

 2 2
1( , ) 6f x y x y p= + = とする。明らかに、 3p ≠ であるので、 2 mod 3x p≡ と 

なり、 1
3
p⎛ ⎞⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

を得る。したがって、 1,7 mod 24p ≡ を得る。 

 2 2
2 ( , ) 2 3f x y x y p= + = とすると、 22 mod 3x p≡ となる。これより、 3p= ま 

たは、 

   
22 2 1

3 3 3
p x⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟= = =−⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

が成立する。したがって、 3p= または、 5,11mod 24p ≡ を得る。 

 上に挙げた１００以下の素数を 1( , )f x y または 2 ( , )f x y で表示すると次のように 
なる。 

 ⅰ） 2 2
1( , ) 6f x y x y= + で表示できる１００以下の奇素数 
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   2 2
17 1 6 1 (1,1)f= + ⋅ =     

   2 2
131 5 6 1 (5,1)f= + ⋅ =     

   2 2
173 7 6 2 (7,2)f= + ⋅ =     

   2 2
179 5 6 3 (5,3)f= + ⋅ =     

   2 2
197 1 6 4 (1,4)f= + ⋅ =     

 ⅱ） 2 2
2 ( , ) 2 3f x y x y= + で表示できる１００以下の奇素数 

     2 2
23 2 0 3 1 (0,1)f= ⋅ + ⋅ =  

2 2
25 2 1 3 1 (1,1)f= ⋅ + ⋅ =  

2 2
211 2 2 3 1 (2,1)f= ⋅ + ⋅ =  

2 2
229 2 1 3 3 (1,3)f= ⋅ + ⋅ =  

2 2
253 2 5 3 1 (5,1)f= ⋅ + ⋅ =  

2 2
259 2 4 3 3 (4,3)f= ⋅ + ⋅ =  

2 2
283 2 2 3 5 (2,5)f= ⋅ + ⋅ =  

 

 （５） 5D= の場合 

   補遺２より、 (5) (5) 1h h+= = であり、判別式5の簡約２次形式は、 
     2 2( , )f x y x xy y= − −  

  である。奇素数 pが判別式5を有する２次形式で表示されるための必要十分条件 
は定理１より、 

   2 5mod 4m p≡ 、0 2m p≤ <  

となるmが存在することである。このとき、 
2 5modx p≡ 、0 x p≤ <  

を満たす解をもつ。逆に、 2 5mod pα ≡ 、0 pα≤ < を満たすαが存在するときは、
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αまたは pα+ の奇数の方をmとおけば、 
   2 5mod 4m p≡ 、0 2m p≤ <  

を満たす。以上から、判別式5の２次形式で表示できる奇素数は、 
   5p= または、 1,4mod5p ≡  

を満たす。これらのうち100以下のものは、 
   5、11、19、 29、31、41、59、61、71、79、89  
である。これらを簡約２次形式 2 2( , )f x y x xy y= − − により表示すると次のように 

なる。 

 ⅰ） 2 2( , )f x y x xy y= − − で表示できる１００以下の奇素数 

 2 25 2 2 ( 1) ( 1) (2, 1)f= − ⋅ − − − = −   
2 211 3 3 ( 1) ( 1) (3, 1)f= − ⋅ − − − = −  
2 219 5 5 1 1 (5,1)f= − ⋅ − =   
2 229 5 5 ( 1) ( 1) (5, 1)f= − ⋅ − − − = −  

   2 231 5 5 ( 2) ( 2) (5, 2)f= − ⋅ − − − = −   
2 241 6 6 ( 1) ( 1) (6, 1)f= − ⋅ − − − = −  

   2 259 7 7 ( 2) ( 2) (7, 2)f= − ⋅ − − − = −   
2 261 7 7 ( 3) ( 3) (7, 3)f= − ⋅ − − − = −  

   2 271 9 9 1 1 (9,1)f= − ⋅ − =   
2 279 8 8 ( 3) ( 3) (8, 3)f= − ⋅ − − − = −  

     2 289 10 10 1 1 (10,1)f= − ⋅ − =  

 

 （６） 12D= の場合 

   補遺２より、 (12) 1h = 、 (12) 2h+ = であり、判別式12の簡約２次形式は、 

     2 2
1( , ) 2 2f x y x xy y= − − 、 2 2

2 ( , ) 2f x y x xy y= − −  

  である。奇素数 pが判別式12を有する２次形式で表示されるための必要十分条件 
は定理１より、 

   2 12 mod 4m p≡ 、0 2m p≤ <  

となるmが存在することである。このとき、mは偶数で 02m m= とおけば 0m は、 

   2
0 3modm p≡ 、 00 m p≤ <  

を満たす。逆に上式を満たす 0m が存在すれば、 02m m= は、 

   2 12 mod 4m p≡ 、0 2m p≤ <  

を満たす。以上から判別式12を有する２次形式で表示される奇素数 pは、 
   2 3modx p≡  

が解をもつもの、すなわち、 



 －11－

   3p= または、 1,11mod12p ≡  

を満たすものである。これらのうち100以下の奇素数は、 
   3、11、13、 23、37、 47、59、61、71、73、83、97  
である。これらが、 1f 、 2f のどちらで表示されるかは次のようにして判定できる。 

 2 2
1( , ) 2 2f x y x xy y p= − − = とすると、 2 24 4 2 2x xy y p− − = となるから、 

2 2(2 ) 3 2x y y p− − = である。したがって、 2(2 ) 2 mod 3x y p− ≡ となることから、 

3p= または、
2 1
3
p⎛ ⎞⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

が成立する。
2 1
3
p⎛ ⎞⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

において、
2 1
3

⎛ ⎞⎟⎜ =−⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
であることよ 

り、 1
3
p⎛ ⎞⎟⎜ =−⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

である。以上から、 3p= または 2mod3p ≡ である。 

 2 2
2 ( , ) 2 2f x y x xy y p= − − = とする。3は 2f によって表示されない。したがっ 

て、 3p ≠ である。 2 2( ) 3x y y p− − = となるから、 2( ) mod 3x y p− ≡ が成立する。 

これより、 1mod3p ≡ が得られる。 

 上に挙げた１００以下の素数を 1( , )f x y または 2 ( , )f x y で表示すると次のように 
なる。 

 ⅰ） 2 2
1( , ) 2 2f x y x xy y= − − で表示できる１００以下の奇素数 

   2 2
13 2 2 2 2 1 1 (2,1)f= ⋅ − ⋅ ⋅ − =   

   2 2
111 2 2 2 2 ( 1) ( 1) (2, 1)f= ⋅ − ⋅ ⋅ − − − = −   

   2 2
123 2 3 2 3 ( 1) ( 1) (3, 1)f= ⋅ − ⋅ ⋅ − − − = −   

   2 2
147 2 4 2 4 ( 3) ( 3) (4, 3)f= ⋅ − ⋅ ⋅ − − − = −   

   2 2
159 2 5 2 5 ( 1) ( 1) (5, 1)f= ⋅ − ⋅ ⋅ − − − = −   

   2 2
171 2 5 2 5 ( 3) ( 3) (5, 3)f= ⋅ − ⋅ ⋅ − − − = −   

     2 2
183 2 7 2 7 1 1 (7,1)f= ⋅ − ⋅ ⋅ − =   

ⅱ） 2 2
2 ( , ) 2 2f x y x xy y= − − で表示できる１００以下の奇素数 

2 2
213 5 2 5 1 2 1 (5,1)f= − ⋅ ⋅ − ⋅ =  
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2 2
237 5 2 5 ( 3) 2 ( 3) (5, 3)f= − ⋅ ⋅ − − ⋅ − = −  

2 2
261 7 2 7 ( 1) 2 ( 1) (7, 1)f= − ⋅ ⋅ − − ⋅ − = −  

2 2
273 7 2 7 ( 3) 2 ( 3) (7, 3)f= − ⋅ ⋅ − − ⋅ − = −  

2 2
297 9 2 9 ( 1) 2 ( 1) (9, 1)f= − ⋅ ⋅ − − ⋅ − = −  

 

 （７） 20D= の場合 

   補遺２より、 (20) (20) 2h h+= = であり、判別式 20の簡約２次形式は、 

     2 2
1( , ) 2 2 2f x y x xy y= − − 、 2 2

2 ( , ) 4f x y x xy y= − −  

  である。奇素数 pが判別式20を有する２次形式で表示されるための必要十分条件 
は定理１より、 

   2 20 mod 4m p≡ 、0 2m p≤ <  

となるmが存在することである。このとき、mは偶数で 02m m= とおけば 0m は、 

   2
0 5modm p≡ 、 00 m p≤ <  

を満たす。逆に上式を満たす 0m が存在すれば、 02m m= は、 

   2 20 mod 4m p≡ 、0 2m p≤ <  

を満たす。以上から判別式20を有する２次形式で表示される奇素数 pは、 
   2 5modx p≡  

が解をもつもの、すなわち、 

   5p= または、 1,4mod5p ≡  

を満たすものである。これらのうち100以下の奇素数は、 
   5、11、19、 29、31、41、59、61、71、79、89  

である。ここで、 2 2
1( , ) 2 2 2f x y x xy y= − − は奇素数を表示することができないの 

で、上の条件を満たす奇素数はすべて 2 2
2 ( , ) 4f x y x xy y= − − で表示される。 

 上に挙げた１００以下の素数を 2 ( , )f x y で表示すると次のようになる。 

   ⅰ） 2 2
2 ( , ) 4f x y x xy y= − − で表示できる１００以下の奇素数 

   2 2
25 9 4 9 2 2 (9,2)f= − ⋅ ⋅ − =   
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     2 2
211 6 4 6 1 1 (6,1)f= − ⋅ ⋅ − =  

     2 2
219 2 4 2 ( 3) ( 3) (2, 3)f= − ⋅ ⋅ − − − = −  

     2 2
229 3 4 3 ( 2) ( 2) (3, 2)f= − ⋅ ⋅ − − − = −  

     2 2
231 4 4 4 ( 1) ( 1) (4, 1)f= − ⋅ ⋅ − − − = −  

     2 2
241 3 4 3 ( 4) ( 4) (3, 4)f= − ⋅ ⋅ − − − = −  

     2 2
259 6 4 6 ( 1) ( 1) (6, 1)f= − ⋅ ⋅ − − − = −  

     2 2
261 5 4 5 ( 2) ( 2) (5, 2)f= − ⋅ ⋅ − − − = −  

     2 2
271 4 4 4 ( 5) ( 5) (4, 5)f= − ⋅ ⋅ − − − = −  

     2 2
279 4 4 4 ( 7) ( 7) (4, 7)f= − ⋅ ⋅ − − − = −  

     2 2
289 5 4 5 ( 4) ( 4) (5, 4)f= − ⋅ ⋅ − − − = −  

 
５ 結  言 
   本稿が数学に興味を持つ高校生への議論の題材提供となり、新たな問題提起がな

されることを期待したい。 
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＜補 遺１＞ 負の判別式を有する簡約２次形式の例 
 

D  

 

簡 約 ２ 次 形 式 ( )h D
+∼

－３ 2 2( , )f x y x xy y= + +  １ 

－４ 2 2( , )f x y x y= +  １ 

－７ 2 2( , ) 2f x y x xy y= + +  １ 

－８ 2 2( , ) 2f x y x y= +  １ 

－１１ 2 2( , ) 3f x y x xy y= + +  １ 

－１２ 2 2
1( , ) 3f x y x y= + 、 2 2

2 ( , ) 2 2 2f x y x xy y= + +  ２ 

－１５ 2 2
1( , ) 4f x y x xy y= + + 、 2 2

2 ( , ) 2 2f x y x xy y= + +  ２ 

－１６ 2 2
1( , ) 4f x y x y= + 、 2 2

2 ( , ) 2 2f x y x y= +  ２ 

－１９ 2 2( , ) 5f x y x xy y= + +  １ 

－２０ 2 2
1( , ) 5f x y x y= + 、 2 2

2 ( , ) 2 2 3f x y x xy y= + +  ２ 

－２３ 

 

2 2
1( , ) 6f x y x xy y= + + 、 2 2

2 ( , ) 2 3f x y x xy y= + +  

2 2
3( , ) 2 3f x y x xy y= − +  

３ 

－２４ 2 2
1( , ) 6f x y x y= + 、 2 2

2 ( , ) 2 3f x y x y= +  ２ 

－２７ 2 2
1( , ) 7f x y x xy y= + + 、 2 2

2 ( , ) 3 3 3f x y x xy y= + +  ２ 

－２８ 2 2
1( , ) 7f x y x y= + 、 2 2

2 ( , ) 2 2 4f x y x xy y= + +  ２ 

－３１ 

 

2 2
1( , ) 2 4f x y x xy y= + + 、 2 2

2 ( , ) 2 4f x y x xy y= − +  

2 2
3( , ) 8f x y x xy y= + +  

３ 

－３２ 

 

2 2
1( , ) 8f x y x y= + 、 2 2

2 ( , ) 3 2 3f x y x xy y= + +  

2 2
3( , ) 2 4f x y x y= +  

３ 

－３５ 2 2
1( , ) 9f x y x xy y= + + 、 2 2

2 ( , ) 3 3f x y x xy y= + +  ２ 

－３６ 

 

2 2
1( , ) 9f x y x y= + 、 2 2

2 ( , ) 3 3f x y x y= +  

2 2
3( , ) 2 2 5f x y x xy y= + +  

３ 

－３９ 

 

2 2
1( , ) 10f x y x xy y= + + 、 2 2

2 ( , ) 2 5f x y x xy y= + +  

2 2
3( , ) 2 5f x y x xy y= − + 、 2 2

4 ( , ) 3 3 4f x y x xy y= + +  

４ 

－４０ 2 2
1( , ) 10f x y x y= + 、 2 2

2 ( , ) 2 5f x y x y= +  ２ 

－４３ 2 2( , ) 11f x y x xy y= + +  １ 

－４４ 

 

2 2
1( , ) 11f x y x y= + 、 2 2

2 ( , ) 2 2 6f x y x xy y= + +  

2 2
3( , ) 3 2 4f x y x xy y= + + 、 2 2

4 ( , ) 3 2 4f x y x xy y= − +  

４ 

－４７ 

 

 

2 2
1( , ) 12f x y x xy y= + + 、 2 2

2 ( , ) 2 6f x y x xy y= + +  

2 2
3( , ) 2 6f x y x xy y= − + 、 2 2

4 ( , ) 3 4f x y x xy y= + +  

2 2
5 ( , ) 3 4f x y x xy y= − +  

５ 
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＜補 遺 ２＞ 正の判別式を有する簡約２次形式の例および類数 ( )h D 、狭義の類数 ( )h D+  
D  簡約２次形式 簡約２次無理数 連分数展開 ( )h D  ( )h D+

５ 2 2( , )f x y x xy y= − −  ξ = 1 5
2
+  ξ = 1⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 １ １ 

８ 2 2( , ) 2f x y x xy y= − −  1 2ξ = +  ξ = 2⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 １ １ 

１２ 2 2
1( , ) 2 2f x y x xy y= − −  

2 2
2( , ) 2 2f x y x xy y= − −  

1ξ = 1 3
2
+  

2 1 3ξ = +  

1ξ = 1,2⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2ξ = 2,1⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

１ ２ 

１３ 2 2( , ) 3f x y x xy y= − −  ξ = 3 13
2
+  ξ = 3⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 １ １ 

１７ 2 2
1( , ) 3 2f x y x xy y= − −  

2 2
2( , ) 2 2f x y x xy y= − −  

2 2
3( , ) 2 3f x y x xy y= − −  

1ξ = 3 17
2
+  

2ξ = 1 17
4
+  

3ξ = 3 17
4
+  

1ξ = 3,1,1⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2ξ = 1,3,1⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

3ξ = 1,1,3⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

１ １ 

２０ 2 2
1( , ) 2 2 2f x y x xy y= − −  

2 2
2( , ) 4f x y x xy y= − −  

1ξ = 1 5
2
+  

2 2 5ξ = +  

1ξ = 1⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2ξ = 4⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

２ ２ 

２１ 2 2
1( , ) 3 3f x y x xy y= − −  

2 2
2( , ) 3 3f x y x xy y= − −  

1ξ = 3 21
2
+  

2ξ = 3 21
6
+  

1ξ = 3,1⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2ξ = 1,3⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

１ ２ 

２４ 2 2
1( , ) 4 2f x y x xy y= − −  

2 2
2( , ) 2 4f x y x xy y= − −  

1 2 6ξ = +  

2ξ = 2 6
2
+  

1ξ = 4,2⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2ξ = 2,4⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

１ ２ 

２８ 2 2
1( , ) 4 3f x y x xy y= − −  

2 2
2( , ) 2 2 3f x y x xy y= − −  

2 2
3( , ) 3 2 2f x y x xy y= − −  

2 2
4( , ) 3 4f x y x xy y= − −  

1 2 7ξ = +  

2ξ = 1 7
2
+  

3ξ = 1 7
3
+  

4ξ = 2 7
3
+  

1ξ = 4,1,1,1⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2ξ = 1,1,4,1⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

3ξ = 1,4,1,1⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

4ξ = 1,1,1,4⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

１ ２ 

２９ 2 2( , ) 5f x y x xy y= − −  ξ = 5 29
2
+  ξ = 5⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 １ １ 

３２ 2 2
1( , ) 4 4f x y x xy y= − −  

2 2
2( , ) 2 4 2f x y x xy y= − −  

2 2
3( , ) 4 4f x y x xy y= − −  

1 2 2 2ξ = +  

2 1 2ξ = +  

3ξ = 1 2
2
+  

1ξ = 4,1⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2ξ = 2⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

3ξ = 1,4⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

２ ３ 

３３ 2 2
1( , ) 2 3 3f x y x xy y= − −  

2 2
2( , ) 3 3 2f x y x xy y= − −  

2 2
3( , ) 5 2f x y x xy y= − −  

2 2
4( , ) 2 5f x y x xy y= − −  

1ξ = 3 33
4
+  

2ξ = 3 33
6
+  

3ξ = 5 33
2
+  

4ξ = 5 33
4
+  

1ξ = 2,5,2,1⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2ξ = 1,2,5,2⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 

3ξ = 5,2,1,2⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 

4ξ = 2,1,2,5⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 

１ ２ 

３７ 2 2
1( , ) 3 3f x y x xy y= − −  

2 2
2( , ) 5 3f x y x xy y= − −  

2 2
3( , ) 3 5f x y x xy y= − −  

1ξ = 1 37
6
+  

2ξ = 5 37
2
+  

3ξ = 5 37
6
+  

1ξ = 1,5,1⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2ξ = 5,1,1⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

3ξ = 1,1,5⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

１ １ 

４０ 2 2
1( , ) 3 2 3f x y x xy y= − −  

2 2
2( , ) 2 4 3f x y x xy y= − −  

2 2
3( , ) 3 4 2f x y x xy y= − −  

2 2
4( , ) 6f x y x xy y= − −  

1ξ = 1 10
3
+  

2ξ = 2 10
2
+  

3ξ = 2 10
3
+  

4 3 10ξ = +  

1ξ = 1,2,1⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2ξ = 2,1,1⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

3ξ = 1,1,2⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

4ξ = 6⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

２ ２ 

 


