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正弦曲線の長さについて

岩見沢東高等学校吉町隆明

１はじめに

数学Ⅲで、積分法の中に曲線の長さを求める分野がある。

正弦曲線の長さは、どのようにして求めるのかを考えてみることにした。

２正弦曲線ｙ＝sinx(Ｏ≦工≦２冗）の曲線の長さを求める。
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を変形するために、‐､/ＩＴＴの展開を考える。ここで、
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そこで、α＝－のときを考えると、
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一般論より、上記の等式は、開区間（－１，１）で成立する。

特に、α＝１のとき、Ｒａａｂｅの判定法（３補足(1)を参照）により、
２

ｘ＝－１，１でも収束することがわかり、Ａｂｅｌの定理（３補足(2)を参照）

の証明より、上の級数は、閉区間[－１，１]で、一様収束する。

よって、閉区間[－１，１】では、項別積分が許されることになる。
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次に､炉in'臓噸について考える。

ルー炉in肋とおくと、
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以上から、正弦曲線形sinjr(Ｏ≦r≦２冗）の曲線の長さは、
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(2)Ａｂｅｌの定理とは、Ｚ"鰺の収束半径がｒ（>O)で、
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かつ、この整数級が、ｘ二三７で収束するならば、
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i､e・級数が、閉区間[０，ｒ］（または閉区間【－ｒ、ＯＤで一様収束するの
で、上の端点を含めた連続性は導かれている。
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ただし、（2刀)!!＝(2")(2〃－２)(2〃－４)×…ｘ４ｘ２
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⑦において、形＝上のとき⑥を満たすことがわかる。
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この証明は､_後述に証明問題として提起してある。

ｓここで､楕円ｘﾕ＋と＝，の周の長さを求めてみる。
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となる。

これは、①と同じ式になり、

正弦曲線）＝Sim（Ｏ≦ｘ≦２元）の曲線の長さと楕円

の周の長さとは、一致することがわかった。
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と楕円二十芸－－Ｓ次に、正弦曲線Ｊ,＝川in工(",＞O）

の場合で考えてみる。

ｙ＝,,zsinx(7〃＞O）のとき、
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＝１(α＞0,6＞O）のとき、x＝αＣＯＭ,J,＝ｂｓｉｎｊとおくと、
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⑧,⑨は、ｒＶＩ－ＪＴ了1`'，Ｆ１ｒ となり、

α'二L川削L]および0<旱<』を満たす。

従って脈胴鬮Ｍｏ≦r≦2Ｍ>')の曲線の長さと楕川十芸=]
の周の長さは等しくなる。
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７最後に，

以上から、ｙ＝､/ｱｰｰ丁sinx（O≦x≦２元，６＞1)の曲線の長さと、

楕円x2+芸引の周の長さは.共に叩
”

等しくなることがわかった。

卜旱鬮in'川 となり、
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証明問題
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証明しなさい。
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【証明

摩;のとき偶挑'六で卜鍔是("､‘
が成り立つことを言えばよい

(２刀)11-2Ｍおよび(〃')L蒜を左辺に代入すると､右辺になる。
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