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整数論でOne more thing

北海道札幌南高等学校教諭　長尾良平

平成28年8月6日　小樽桜陽高等学校

1 はじめに
黒岩祐治氏の著書 [1]の中には, 恩師である橋
本武氏の授業風景についての記述がある. そこ
では, 中勘助「銀の匙」を題材にどんどん（意味
のある）脱線をしていく様子が紹介されている.

数学の授業でも,関連する事柄であればどんど
ん取り込んでいきたいと考えている筆者にとっ
ては, 大変印象深い内容であった. 本レポートで
は, 数学Aの「整数の性質」の単元において, 寄
り道しながらの授業実践を紹介していきたい.

2 素数について
大学の代数学の授業で紹介された未解決問題
や予想の話が印象深かったので,授業で紹介して
みた. 整数の話は,（難問であっても）主張は伝
わりやすいので,高校生にも紹介できるところが
良いと考えている. 扱った内容は以下の通り.

(1) 双子素数の予想
+100以下の範囲における全ての組

(2) ゴールドバッハ予想
+幾つかの偶数を奇素数の和に分解

(3) メルセンヌ数 2n − 1

+nが合成数の時に素数にならない理由
+nが素数の時に素数かどうかを確認

(4) ディリクレの算術級数の素数定理
+6k − 1について, k = 1, . . . , 10に対して
　 素数になるかどうか確認

また,最大のメルセンヌ素数 257885161−1や,最
大の双子素数の組 3756801695685 · 2666669 ± 1な
ど（2013年現在）は,「今まで生徒が触れてきた
であろう数の範囲を完全に超越している」ため,

それだけで大きな刺激を与えることになる.

また,「十分大きな数に対して予想が成り立っ
ていても, 数学では証明にならない」ことも数学
の厳密性の例として取り上げることができるだ
ろう.

3 LCM(10,12)について
LCM(10, 12) = 60に関連して, 一般教養を深
めて欲しいと思い,十干十二支の話題を取り上げ
た. まず, 十干十二支を順に書かせてみる.

十　干：甲,乙,丙,丁,戊,己,庚,辛,壬,癸
十二支：子,丑,寅,卯,辰,巳,午,未,申,酉,戌,亥

　そして, 六十干支による年の表し方を紹介し,

西暦から六十干支に変換させて, その年に何が
あったのか考えさせた.

西暦から六十干支への変換� �
西暦を

• 10で割った余りが 0：庚　→　 9：己

• 12で割った余りが 0：申　→　 11：未

として対応させる.� �
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(1) 1868年

• 10で割った余りが 8：戊
• 12で割った余りが 8：申

となるので, 「戊辰戦争」勃発.

(2) 1924年

• 10で割った余りが 4：甲
• 12で割った余りが 4：子

となるので, 「甲子園球場」開場.

　生徒は,「本当だ, 凄い！」,「中学校の時に教
えて欲しかった！」との声を上げていました.

4 合同式の応用
発展扱いであるが合同式が教科書で扱われる
ようになり, その応用例である ISBNコードと
RSA暗号について授業でとりあげた. ISBNコー
ドの実践については, [2]を参照していただくこ
とにして, ここでは, RSA暗号についての実践を
紹介する.

RSA暗号による暗号化と復号の手順� �
Mで原文（Message）を数値化した文字列, C

で暗号文（Code）を表すとする.

○暗号化

(1) 原文を数値化する.

(2) p, qを素数とし, n = pqを計算する.

(3) GCD(e, (p − 1)(q − 1)) = 1を満たす
正整数 eを用意する.

+n, eを公開鍵として公開する.

(4) C ≡ Me (mod n)で暗号化する

○復号

(1) de ≡ 1 (mod (p − 1)(q − 1))を満たす
正整数 dを用意する.

+dが秘密鍵になる.

(2) Cd ≡ M (mod n)が成り立つので, 元の
メッセージMに復号できる.� �

実際の計算はかなり面倒なので, 1回だけ合同
式の計算を行い, [3]のWebサイトを参考にして
早見表を利用する方式をとった. 早見表を利用
することで暗号化と復号が簡単にできるので,生
徒達はRSAの雰囲気は感じとってくれたと思っ
ている.

「暗号化したコメントを年賀状に入れるのも
オシャレかもね」と授業で話したところ, 実際に
暗号文入りの年賀状を出してくれた生徒がいた.

また,次に扱う予定であるユークリッド互除法
を意識して,素因数分解の困難性についても触れ
た. 実際のRSA暗号では 600桁程度の整数 nが
用いられており, 仮に 1秒間に 1億回の四則演算
ができるコンピュータを用いたとしても,単純に
素因数分解していくと莫大な時間がかかる. そ
のため,素因数分解は現在でも数学の研究対象に
なっていることを取り上げ, The RSA Factoring

Challenge（現在は終了）やNTTセキュアプラッ
トフォーム研究所のWebページ [9][10]の内容を
紹介した.

最後におまけとして, ガウスが 15歳で発見し
た（と言われる）素数定理

素数定理� �
x以下の素数の個数を π(x)と表すとき, π(x)

は x

log x
で近似される.

� �
も紹介し, [11]も使いながらその様子を確認した.

5 互除法に関連して
小学校以来,最大公約数を求めるには素因数分
解をするのが標準的な方法だった. しかし, 2数
が大きくなるとRSA暗号の場面で見たように素
因数分解が難しくなる. そこで,

• 4桁同士の互いに素な 2数

• 桁数の大きい 2数

などに対して互除法を利用することにより,その
優位性を体感させた. また, 次のラメの定理の定
理により,そのアルゴリズムの効率の良さがよく
分かる.
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ラメの定理� �
a > bとする. GCD(a, b)を互除法で求める
とき, 最悪でも bの桁数の 5倍以下の回数の
除算で終了する.� �
定理の証明から, a, b がフィボナッチ数列の
隣接する 2 項のときが最悪なケースだと分か
る. そこで, GCD(1597, 987)を計算させた（987

が 3 桁：3 × 5 = 15 回かかるケース）. また,

GCD(12345678, 87654321)は最悪でも, 8 × 5 =

40回で終了するのでやってみるように指示した
（実際は 6回で終了する）. 後者は素因数分解で
GCDを求めるのは大変である.

6 基数の変換
10進法で表された数を n進法で表す処理につ
いては,

(1) どんどん余りを出しながら割り算を進め

(2) 余りを逆順に並べる

方法が一般的であるが,その意味を両替をイメー
ジしながら説明をすすめた.

例　 45(10)を 2進法で表す.

1円玉①：45枚をどんどん両替していく.

両替対象硬貨 ② ④ ⑧ ⑯ 32 64
交換可能枚数 22 11 5 2 1 0

交換不可枚数 1 0 1 1 0 1

最終使用硬貨 ① ② ④ ⑧ ⑯ 32
　以上の流れから, 45(10) = 101101(2)となる.

　また, 小数の基数を変換する際, 変換後に循環
小数になる例を取り上げた. 2進法で表された数
を 10進法で表すには,

(1) 2倍して整数部分を比較し

(2) 確定した部分は取り除く

これを繰り返していくことになる.

例　 0.8(10)を 2進法で表す.

0.8 =
a

2
+

b

4
+

c

8
+

d

16
+ . . .

2倍して 1.6 = a +
b

2
+

c

4
+

d

8
+ . . .

2倍して 1.2 = b +
c

2
+

d

4
+

e

8
+ . . .

2倍して 0.4 = c +
d

2
+

e

4
+ . . .

2倍して 0.8 = d +
e

2
+

f

4
+ . . .

　これで, 最初の状態に戻ったので, 以下循環す
る. よって, 0.8(10) = 0.1̇100̇(2)となる.

7 百五減算
不定方程式の整数解の問題については,

• 因数分解で積のかたちに

• 不等式で評価する

• 余りで分類（合同式等）

• 拡張ユークリッド互除法

といった手法が用いられる. 授業では, 代表的な
問題を扱ってこの単元を締めくくったが,最後に
扱ったのが次の問題である.

百五減算� �
3で割ると 2余り・・・À

5で割ると 1余り・・・Á

7で割ると 2余る・・・Â

ような 2桁の自然数を求めよ.� �
生徒には,「実は江戸時代の塵劫記という本に
既に取り上げられていてね・・・」という話を
すると, とても意外な顔をする. 付け加えて, 当
時のベストセラーであることを告げると,当時の
人の知的好奇心の高さに驚いていた.

また, 通常はÀとÂの（共通な）整数解を求め,

さらにÁとの共通解を考えるが,「ガウスは全く
違う観点で解く方法を発見してね・・・」とさ
らっとその解法を紹介すると, 次の日にはWeb

で情報を見つけた生徒が「詳しく説明してくだ

3



さい」と質問に来ました. 授業では何かとガウス
を取り上げるので,「嗚呼, ガウスになりたい！」
とのつぶやきが複数の生徒から・・・.

8 終わりに
橋本先生の国語の授業は教科横断的. 現在の
総合学習のはしりかもしれない. 駄菓子を食べ
たり凧揚げをしたり, 教科の枠に縛られず, 興味
の赴くままにどこまでも・・・. その行程を経て
得られたものは,断片的ではなく互いに結びつい
ていて, それこそ「知識」と呼ぶに値するものだ
と思う.

以前から,「大学で学んだことや興味のあるこ
とをどう授業に取り入れていくか」をテーマに
実践をし, レポートを作成している.学生時代の
ノートを取り出したり, 参考文献に当たったり,

Webページの作成者に連絡をとってみたり・・・.

言うなれば大人の総合学習である.「知識が繋がっ
ていく」のがとても楽しい.

生徒達にも,そんな感覚を味わって欲しいと思
う.そのためにも, 教材研究をさらに進めていき
たい.
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ス
パ
イ
に
な
っ
た
気
分
で
。
。
p
R
S
A
暗
号
の
紹
筑

組
番

一
一

例
I
L
O
V
E
Y
O
U
､
を
暗
号
化
し
て
み
る
．
ま
た
,
復
号
し
て
原
文
に
戻
る
こ
と
を
確
認
す
る
．

公
閏
鍵
暗
号

・
暗
号
化
す
る
鍵
を
ど
う
や
っ
て
相
手
に
伝
え
る
か
が
,
古
来
か
ら
の
悩
み
．

画
鍵
が
ば
れ
て
し
ま
っ
て
は
,
暗
号
に
な
ら
な
い
．

・
公
開
鍵
暗
号
は
暗
号
化
す
る
た
め
の
鍵
を
公
開
す
る
新
し
い
方
式
．

画
暗
号
化
す
る
た
め
の
鍵
と
復
号
（
元
に
戻
す
）
す
る
た
め
の
鍵
が
別
に
な
っ
て
い
る
．

函
公
開
し
て
し
ま
う
の
で
,
鍵
の
輸
送
の
問
題
が
解
決
で
き
る
．

暗
号
化

1
．
原
文
を
数
値
化
す
る

2
.
P
=
,
9
=
一
と
す
る
と
,
n
=
p
q
=

3.正整数eをGCD(e,(P－1)(9-1))=GCD(e,－J=lとなるように選ぶ
RSAI麿号

o
皿
r
の
リ
ベ
ス
ト
,
シ
ヤ
ミ
ア
,
エ
ー
ド
ル
マ
ン
が
考
案
し
た
公
開
鍵
暗
号

画
イ
ン
タ
ー
ネ
ッ
ト
で
の
秘
密
通
信
に
も
使
わ
れ
て
い
る
．

函
そ
の
理
論
的
背
景
に
,
互
除
法
や
合
同
式
が
あ
る

画
例
え
ば
e
=
と
す
る
．

4.C=M(modn)で暗号化する
画
早
見
表
を
利
用
す
る
．

R
S
A
暗
号
に
よ
る
暗
号
化
と
復
号
の
手
順

Mで原文(M霞βage)を数値化した文字列,cで暗号文(Code)を表すとする．
○
暗
号
化

1
.
原
文
を
数
値
化
す
る
．

2．p,gを素数とし,泥=PQを計算する．

3.正整数eとして,GCD(e,(p-l)(g-l))を満たすものを用意する．
画
冗
e
を
公
開
鍵
と
し
て
公
開
す
る
．

4.C=M(modn)で暗号化する
、

○
復
号

1.正整数。として,de=l(mod(p-l)(g-l))を満たすものを用意する．
函
。
力
秘
密
鍵
で
あ
り
,
他
人
に
知
ら
れ
な
い
よ
う
に
す
る
．

2．C=M(modn)が成り立つので,元のメッセージMに復号できる．

暗
号
文
は
,
次
の
よ
う
に
な
る
．

復
号
、

1．正整数dをde=1(mod(p-l)(q-1))として求める．
画
今
は
,
数
値
が
小
さ
い
の
で
目
の
子
で
見
つ
け
ら
れ
る
.
d
=

画
実
際
は
,
拡
頚
ユ
ー
ク
リ
ッ
ド
互
除
法
が
利
用
さ
れ
る
．

2．M=C"(modn)で復号する．
画
早
見
表
を
利
用
す
る
．

文
字
→
数
値
の
換
算
表

原動
（

V
E

Y
C

1

数値ｲI

原
戎

（
V

E
Y

C
I

数値ｲ｛
暗
号
女

暗
号
文

復
号

原
文

』
E

G
』

●q

可１４
Iq

Ⅱ
U

V
U

割

2
1
0

０４
ｇ‐も
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1
W
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実
例
か
ら
・
・
・

a
m
a
z
o
n
の
唯
b
サ
イ
ト
で
用
い
ら
れ
て
い
る
公
開
鍵
冗
の
値

1
6
進
法
で
5
1
2
桁
→
2
進
法
で
2
0
4
8
桁
→
1
0
進
法
で
6
1
7
桁

組
番

－

も
し
,
6
0
0
桁
の
整
数
を
全
て
の
素
数
で
割
れ
る
か
ど
う
か
で
素
因
数
分
解
を
す
る
な
ら
ば
.

緊
数
定
理
に
よ
る
と
・
・
・

画
ガ
ウ
ス
と
ル
ジ
ャ
ン
ド
ル
が
予
想

画
ド
・
ラ
・
ヴ
ァ
レ
ー
・
プ
ッ
サ
ン
と
ア
ダ
マ
ー
ル
が
証
明

○16進法表毘(amazonのWebサイトから）
b
7
O
d
5
6
2
0
a
9
1
3
a
2
f
5
9
0
7
b
8
9
2
e
5
9
4
8
1
6
3
1
6
3
9
a
4
1
9
5
7
a
e
O
9
7
I
d

6
6
a
6
2
3
f
9
8
2
2
e
f
c
d
9
2
2
6
f
8
a
b
e
e
c
7
d
d
7
4
9
5
2
5
3
d
O
2
f
d
c
e
O
2
a
e
e

f
1
f
5
c
8
8
e
8
0
1
6
f
c
4
9
5
1
7
d
7
c
O
f
a
l
3
1
f
b
4
6
2
c
b
e
9
f
b
5
9
5
b
b
6
d
d
3

9
9
7
9
b
6
b
4
b
l
9
8
d
4
a
e
8
2
7
1
e
b
6
4
3
4
3
f
a
5
2
a
d
a
9
f
a
7
3
1
e
e
a
e
3
7
0
1

4
7
3
c
I
f
e
b
5
6
f
2
f
3
4
e
a
2
d
6
d
4
9
9
O
d
5
1
b
O
7
8
d
6
0
0
3
3
d
e
9
2
a
c
3
2
0
2

3
1
6
1
l
a
a
8
e
e
a
l
7
1
a
a
e
d
f
f
a
8
9
6
3
8
1
0
0
4
2
0
9
a
1
5
7
a
9
8
c
7
8
a
a
a
d
8

2
d
9
b
2
7
6
3
1
6
a
4
7
3
3
0
6
b
2
9
d
O
5
c
6
9
1
4
c
b
7
9
8
8
c
6
l
e
b
2
4
7
8
e
a
3
a
e

8
8
l
a
a
f
8
7
9
b
2
7
l
a
b
8
1
6
6
d
8
3
e
O
2
5
6
c
1
4
9
3
e
5
3
e
2
c
O
d
5
4
5
b
3
3
3
9

e
5
9
b
a
7
c
2
5
b
6
9
f
f
7
d
O
b
f
8
f
6
0
0
e
b
4
6
l
b
9
b
9
d
f
1
b
l
0
2
d
O
6
0
e
b
I
f

5
e
3
b
6
f
3
2
l
e
O
c
4
f
3
a
9
0
6
c
I
d
7
f
O
d
5
a
2
a
c
6
5
4
a
3
e
c
d
2
O
f
0
8
8
c
5
a

6
7
1
6
a
6
c
7
3
0
4
f
6
7
b
b
6
a
e
l
f
f
d
5
b
5
8
2
0
2
7
9

0
1
0
進
法
表
記
(
M
a
c
O
S
X
の
b
e
で
変
換
）

231081862504181403774068094384551499114724613266986128552190
172401338150188285631369900252693948083104192605808011989670
300462716542008117006843681602529647422054309060943206270724
001203778598739702698736036843763737596392545466060003286357
836308675381859087903599601910452925123246657304899503830344
027424487615164038726455551727746241767651700527750631983652
257288491345763908287748194946430185909861269946404435678491
146156750705724759133728104469782192026345749166408120517943
627013669789981740458876216885758506766840090606243240958692
265925092084130100525452710033190670670499065646756484831815
46801825910489721

だ
か
ら
,
p
,
q
と
し
て
は
3
0
0
桁
程
度
の
素
数
が
選
ば
れ
て
い
ま
す
．
ま
た
,
も
う
1
つ
の
公
開
鍵

eの値は,65537＝216＋1が使われています．

､/15面5＝10300までの素数の個数は,およそ
個

－

高
性
能
の
コ
ン
ピ
ュ
ー
タ
を
利
用
し
て
,
1
秒
間
に
1
億
=
1
0
8
個
の
約
数
か
ど
う
か
の
判
定
が
で

き
る
と
す
る
と
，

1
年
間
で
は
,
1
0
8
×
×
×
×

－
－
■
■
■
■
■
■
■
－

個
＝

一一

－

し
た
が
っ
て
,
全
て
の
チ
ェ
ッ
ク
を
終
え
る
（
最
悪
の
場
合
）
た
め
に
は

か
か
る
・
・
・

素
数
定
理

ガ
ウ
ス
は
素
数
の
戯
っ
た
表
を
跳
め
,
統
計
的
に
考
え
る
こ
と
に
よ
っ
て
Z
以
下
の
素
数
の

職爾(麺)が志に大体等しいことを発見しています('蝋で!）
画log毎は数学Illで出てくる自然対数です．

☆
確
認
し
て
み
ま
し
ょ
う
☆

秘密鍵。を持たない第3者が解読するためには,ed=1(modOp-l)(q-1))を解
か
な
け
れ
ば
な
ら
な
い
が
,
”
が
数
百
桁
の
素
数
の
積
な
の
で
”
＝
”
に
素
因
数
分
解
す
る
こ
と
は

非
常
に
困
難
で
あ
る
．
従
っ
て
,
p
-
1
,
0
-
1
の
値
を
求
め
る
こ
と
も
困
難
で
あ
り
,
秘
密
鍵
。
を

入
手
す
る
こ
と
は
事
実
上
不
可
能
で
あ
る
（
不
可
能
な
わ
け
で
は
な
い
）
．

I
1〔

IOC
1000

1(
gロ

2.：
4.6

6.（
遜
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