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1 はじめに
前回の第 122回数実研では「数列の和」につ
いての実践を紹介したが,本レポートでは数列の
導入時の工夫を幾つか紹介していきたい.

今年度の実践で意識したのは, 次の点である.

• 実は忖度していることを伝えること

• 漸化式を早めに紹介すること

• 和の公式を色んな角度から眺めること

• アソビを取り入れること

2 忖度してない？
この単元の導入としては,

• 与えられた数列の規則性を考察させ

• それを基に一般項を予想させる

ことから始めることが多いと思う. 何問か考え
させた後,「{an} : 1, 4, 9, 16, . . .という数列につ
いて一般項を考えたら, an = n2って答えると思
うけど, 答えってこれだけ？」「何か勝手に仮定
してない？」と問いかけた.

「これなんかどう？」と, 次の式を紹介した.

an = −n4 + 10n3 − 34n2 + 50n− 24

生徒には n2以外の発想は無かったようで, 唐
突に提示された式に対して笑いが起きていた.

その授業の最後に取り組ませたプリントでは,

授業の流れを受けて, 次の問いも出題した.

問１　数列 {an}が {an} : 1, 4, 9, . . .であるとき,

（本来は）一般項は決まらないが, an = n2と考
えるのが常識的である. そこで, （忖度せずに）
それ以外のものを 1つ作ってみよ（先ほど紹介
したもの以外で）.

解答例
　 2次式だと 3つの値を指定されると確定する
ので, n2以外には存在しない. そこで, 3次式を
考える.

f(n) = an3 + bn2 + cn+ dとおくと,

f(1) = a+ b+ c+ d = 1 · · ·À
f(2) = 8a+ 4b+ 2c+ d = 4 · · ·Á
f(3) = 27a+ 9b+ 3c+ d = 9 · · ·Â

　ここで, a, b, c, dの値を決定するのに条件がも
う 1つ欲しいので, 例えば f(4) = 22だとすると,

f(4) = 64a+ 16b+ 4c+ d = 22 · · ·Ã

ÀÁÂÃより, a = 1, b = −5, c = 11, d = −6とな
り, 一般項が次の式で与えられる.

an = n3 − 5n2 + 11n− 6

　この解法は, f(4)の値を設定次第で a, b, c, dの
値がきれいになるかどうかが決まる. もう少し
うまくやるなら, 次の解法だろう.

別解

f(n) = a(n− 1) + b(n− 1)(n− 2)

+ c(n− 1)(n− 2)(n− 3) + d
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とおくと,

f(1) = d = 1

f(2) = a+ d = 4

f(3) = 2a+ 2b+ d = 9

となり, d = 1, a = 3, b = 1が求まる.このとき,

f(4) = 9 + 6 + 6c+ 1 = 6c+ 16

となるので, f(4) = 22とすれば, c = 1と整数値
で求まる. これは, f(n)を [1]にあるニュートン
補間で求めた訳である.

一方, 漸化式による数列の定義は, ここまでで
述べたような忖度が入り込む余地がない訳で,厳
密である. また,数列の記号の練習にもなるので,

初回の授業から扱うことにした. ただ, この段階
で扱ったのは,初期条件と漸化式から先々の項を
求める計算のみで,漸化式を解くことは扱ってい
ない.

問２　 a1 = 2, an+1 = 2an + 3nで定まる数列
{an}の第 2項から第 5項までを求めよ.

解答例
(n = 1)　 a2 = 2a1 + 3 · 1 = 2 · 2 + 3 = 7

(n = 2)　 a3 = 2a2 + 3 · 2 = 2 · 7 + 6 = 20

(n = 3)　 a4 = 2a3 + 3 · 3 = 2 · 20 + =

(n = 4)　 a5 = 2a4 + 3 · 4 = 2 · + 12 =

　なお, 漸化式を利用して各項を求める際には,

「nが幾つのときなのか」を意識することを強調
し, 板書でも添えることにしている.

因みに, 演習プリントには頭の体操も兼ねて,

次のような問題も混ぜておいた.

問３　等比数列 {an} : −1, 1,−1, 1, . . .の一般項
は an = (−1)nとなるが, −1を使わない形でこの
数列の一般項を表してみよ.

解答例　 −1, 1,−1, 1, . . .が周期的なので, 周期
性をもつ三角関数を用いて表すことを考えると

an = cosnπ , sin
2n+ 1

2
π , tan

2n+ 1

4
π

などを見つけることができる.

3 文章で定義された一般項
「文章を数式で表現した上で処理する」こと

も, 大事な能力である. そこで, 演習プリントに
は, 次の問も混ぜておいた.

問４　数列 {an}の一般項は「
√
2の小数第 n位

までに等しい」とする. そのとき, 一般項 anを
数式を用いて表せ（数式中に

√
2を使って構わな

い）.

　「
√
2の小数第 n位までを取り出したい」とい

うのは,「第 (n+1)位から先を切り捨てること」
に相当する. 今まで扱ったことのある道具で, 切
り捨てることに相当する操作をするものとして,

ガウス記号に気がつくかどうかである.

解答例
　 {an} : 1.4, 1.41, 1.414, . . .である. 実数 xの整
数部分のみを取り出せる, ガウス記号 [x]を用い
ることによって,

an =

[√
2 · 10n

]
10n

と表せる.

　過去には,次のような問を実力テストで出題し
たこともあった.

問５　数列 {ak}の一般項 akを ak =
[√

k
]
で定

める. 次の問に答えよ.

(1) a10, a100, a1000をそれぞれ求めよ.

(2) 数列 {bn}の各項を「bn : ak = nとなる kの
個数」として定めるとき, b1, b2, b3, b10 を求
めよ.

(3) 数列 {bn}の一般項を求めよ.

(4)
2016∑
k=1

[
bk + 79

k2

]
を求めよ.

解答例

(1) a10 = 3 , a100 = 10 , a1000 = 31
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(2) {ak}の最初の方の項を具体的に書き出して
みると,

{ak} : 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 4, . . .

となるので, b1 = 3, b2 = 5, b3 = 7である.

また, ak = 10となるのは[√
102

]
,
[√

102 + 1
]
, . . . ,

[√
112 − 1

]
だから, その個数は

(112 − 1)− 102 + 1 = 121− 100 = 21

となり, b10 = 21である.

(3) ak = nとなるのは[√
n2
]
,
[√

n2 + 1
]
, . . . ,

[√
(n+ 1)2 − 1

]
だから, その個数は

{(n+ 1)2 − 1} − n2 + 1 = 2n+ 1

となり, bn = 2n+ 1である.

(4) まず,
bk + 79

k2
=

2k + 80

k2
である. 次の不等式

2k + 80

k2
< 1

を解くと, k < −8, 10 < kを得るので, 求め
る和について, 第 11項から先については全
て 0となる. したがって,

2016∑
k=1

[
bk + 79

k2

]
=

10∑
k=1

[
2k + 80

k2

]
=

[
82

1

]
+

[
84

4

]
+ . . .+

[
100

100

]
= 126

因みに, (4)を出題したのは前年度の次の入試
問題を意識したからであった.

2016年度北大入試問題（文系） 4

x, yを自然数とする.

(1)
3x

x2 + 2
が自然数であるようなxをすべて

求めよ.

(2)
3x

x2 + 2
+

1

y
が自然数であるような組

(x, y)をすべて求めよ.

分母と分子のオーダーに着目する. xがある程
度大きくなると, 与えられた分数式の値が 1未満
になることが見てとれる. つまり, 値が自然数と
なるような xは限定されることになる.

その感覚の話を伝えたくて作問したことを覚
えている.

4 終わりに
今回取り上げたのは,数列導入時の小ネタ集で

ある. ただ, 他分野との関連を見せたり復習をし
たりと,小ネタだけに終わらないようには意識し
た. 「数列の和」や「アソビを取り入れること」
についての実践については [3][4]を参照いただき
たい. また, 漸化式（極限を含む）の実践につい
ては, [5]も参照されたい.
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