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1 はじめに
生徒が問題演習をしていると,当然間違えるこ
とがある.それらには, イージーなミスもあれば,

もう少し精度を上げれば正答に到達するものも
ある.

そのような例を, ベクトルの単元から紹介し
たい.

2 内積に関連して
問　−→

a ,
−→
b が |3

−→
a +

−→
b | = 2 , |

−→
a −

−→
b | = 1を満

　たすとき, |2
−→
a +3

−→
b |のとり得る値の範囲を求

　めよ.

正答例

−→
c = 3

−→
a +

−→
b · · ·À ,

−→
d =

−→
a −

−→
b · · ·Á

とおく. すると,

|
−→
c | = 2, |

−→
d | = 1

である.

次に, 2
−→
a + 3

−→
b を

−→
c ,

−→
d を用いて表すことを

考える. ÀÁを
−→
a ,

−→
b について解くと,

−→
a =

−→
c +

−→
d

4
,
−→
b =

−→
c − 3

−→
d

4

となるので,

2
−→
a + 3

−→
b =

5
−→
c − 7

−→
d

4

を得る.このとき,

|2
−→
a + 3

−→
b |2 = 25|

−→
c |2 − 70

−→
c ·

−→
d + 49|

−→
d |2

16

=
25 · 22 − 70

−→
c ·

−→
d + 49 · 12

16

=
149− 70

−→
c ·

−→
d

16

と表せる.

ここで, |
−→
c ·

−→
d | ≦ |

−→
c ||

−→
d | = 2だから,

−140 ≦ 70
−→
c ·

−→
d ≦ 140

が成り立つ.

以上より,

9

16
≦ |2

−→
a + 3

−→
b |2 ≦ 289

16

となり,
3

4
≦ |2

−→
a + 3

−→
b | ≦ 17

4

を得る.

誤答例
条件式の両辺を 2乗して,

9|
−→
a |2 + 6

−→
a ·

−→
b + |

−→
b |2 = 4 · · ·Â

|
−→
a |2 − 2

−→
a ·

−→
b + |

−→
b |2 = 1 · · ·Ã

をまず考える. 次に, ÂÃから

|
−→
b |2 を消去して,

−→
a ·

−→
b =

3

8
− |

−→
a |2 · · ·Ä

−→
a ·

−→
b を消去して, |

−→
b |2 = 7

4
− 3|

−→
a |2 · · ·Å

1



を導き,

|2
−→
a + 3

−→
b |2 = 4|

−→
a |2 + 12

−→
a ·

−→
b + 9|

−→
b |2

= −35|
−→
a |2 + 81

4
· · ·Æ

のように, |
−→
a |を用いて表しておく.

Åにおいて, |
−→
b | ≧ 0より |

−→
a |2 ≦ 7

12
が分かり,

|
−→
a | ≧ 0なので, Æの最大・最小を0 ≦ |

−→
a |2 ≦ 7

12
で考えると,

• |
−→
a |2 = 0のとき, |2

−→
a + 3

−→
b |2はMax

81

4

+ |
−→
a | = 0のとき, |2

−→
a + 3

−→
b |はMax

9

2

• |
−→
a |2 = 7

12
のとき, |2

−→
a +3

−→
b |2はMin − 1

6

+ |
−→
a | =

√
21

6
のとき, Min？？？

　Æの式は正しいが最終的に誤答になったのは,

|
−→
a |の範囲が正しくないことが原因だと思われ
る. そこで, |

−→
a |の範囲を考察して, 正答を導い

てみたい.

修正例

|
−→
a −

−→
b | = | −

−→
a +

−→
b |

なので, 条件 |3
−→
a +

−→
b | = 2, | −

−→
a +

−→
b | = 1を

図示すると次のようになる.

A

B C

D

−
−→
a 3

−→
a

−→
b

x 3x

21

BD の長さを xとすると BC = 4xで, △ABC

の成立条件を考えると

1 < 2 + 4x , 2 < 1 + 4x , 4x < 1 + 2

であり , これより

1

4
< x <

3

4

が分かる.

なお, △ABCが潰れたケースも（ぎりぎり）OK

で, それは x =
1

4
,
3

4
のときである.

よって, Æを

1

4
≦ |

−→
a | ≦ 3

4
つまり,

1

16
≦ |

−→
a |2 ≦ 9

16

で考えると正答を得ることができる.

|2
−→
a + 3

−→
b |2 = −35|

−→
a |2 + 81

4

であったから,

• |
−→
a |2 = 1

16
のとき, |2

−→
a + 3

−→
b |2はMax

289

16

• |
−→
a |2 = 9

16
のとき, |2

−→
a + 3

−→
b |2はMin

9

16

したがって,

3

4
≦ |2

−→
a + 3

−→
b | ≦ 17

4

を得る.

3 終わりに
はじめにも述べたが,間違いには往々にして次

のステップに至るための鍵が埋まっている. 生
徒の理解度やつまづきを把握するためには,無視
できないものである. しっかり取り上げること
で, 個に応じた指導に繋がるだろう.

また,生徒の解法には標準的な解答とはかけ離
れたもの・効率の悪いものもあるだろうが, 自身
の考え方の幅を広げるために,付き合ってみるの
も悪くないと考える.

生徒が,間違えた答案をいつでも持って来られ
るようなスタンスでいたいと思う.
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