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1 はじめに
高校数学の到達点の 1つは「微分・積分」で
あるが, ややもすると「公式適用術」的な授業に
なってしまいがちである. そこで, 今まで同様に

• 補足事項を扱う

• 遊び心を入れる

ことを意識して授業を行ったので,その実践を紹
介していきたい.

2 微分について
微分は一次近似であり,「虫眼鏡で接点付近を
見てみると元の曲線と区別がつかなくなります」
といった指導がよくされると思う. 筆者は虫眼
鏡で拡大するのではなく,「ギリギリまで顔を黒
板に近づけて凝視（ガン見）する」という導入を
行い, 接線を表す関数をふざけて「ガン見関数」
（ガンマではなく）と呼んでいた.

図 1: ガン見関数

[1][2][3]では微分を, 与えられた関数から導か
れる「局所的な正比例」として捉えている. そう
捉えることで,「合成関数の微分」や「逆関数の
微分」の公式の理解が深まるメリットがあると
筆者は考えている. 正比例については,

• 合成したものも正比例
+比例定数は元の比例定数の積

• （比例定数 6= 0のとき）逆の対応も正比例
+比例定数は元の比例定数の逆数

という特徴があるので,その観点で微分の公式を
見てみると・・・.

関数 y = g(x)と z = f(y)の合成 z = f(g(x))

を考える（b = g(a)とする）. 2つの関数は,

• x = aの付近で正比例 Y = g′(a)X

• y = bの付近で正比例Z = f ′(b)Y

と見なせるので, z = f(g(x))は x = aの付近で
は, 正比例

Z = f ′(b) · g′(a)X = f ′(g(a)) · g′(a)X

と見なせる（合成関数の微分）.

また, g′(a) 6= 0であれば, 正比例 Y = g′(a)X

の逆の対応を与える正比例

X =
1

g′(a)
Y

が定まる（逆関数の微分）. 授業では, 教科書に
ある証明もフォローしたが, 「局所的に正比例」
という視点による直感的な理解も大切にしたい
ところである.
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3 中間値の定理に関連して
「中間値の定理」は, 有界閉区間で連続な関数
が持っている有用な性質を述べている. 教科書
では, 方程式の解の存在範囲を求める問などを
扱っているが,

• 自分で式を立てるところから考えさせたい

• 遊べるものを・・・
ということで, [4]の章末問題を改変して次の問
を考えさせた.

問　ABを直径とする半円を, ABに平行な弦PQ

を引いて面積を 2等分してみたい. 下の図にお
ける中心角 θは大体何度くらいになるか（どう
いう範囲に入るか）調べよ.

A BO

P Q
θ

　半径を rとする. まず, 半円の面積は 1

2
πr2で

ある. 弦 PQより上側の面積を S(θ)とすると,

S(θ) =扇形OPQの面積−4OPQの面積

=
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となる. 次に, f(θ)を
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となり, 中間値の定理より f(θ̃) = 0となる θ̃が(
2

3
π,

3

4
π

)
に存在する. ちなみに, [4]の原題

では「120◦と 135◦の間に条件を満たす θが存在
することを示せ」であった.

π ; 3.1415,
√

2 ; 1.4141,
√

3 ; 1.7321として
r = 1の場合で数値計算を行うと,

f

(
2

3
π

)
; −0.1712 , f

(
3

4
π

)
; 0.0391

となり, その差は約 0.2である.この範囲で θと
f(θ)とが比例していると仮定すると,

120◦ 123◦ 126◦ 129◦ 132◦ 135◦

−0.17 −0.13 −0.09 −0.05 −0.01 0.03

となり, 132◦辺りが一番良い中心角のように思
われる.

「2等分になっていること」を確かめたかった
ので, [5]の分度器画像を使いロースハムを切断
し,家庭科からお借りした秤を使って重さを比較
する実験を行った.

図 2: 分度器画像にハムをセット

図 3: 上側の部分
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図 4: 下側の部分

4 テイラー展開に向けて
微分の単元のまとめとして,テイラー展開の話
をする予定であったが,物理の授業で紹介したこ
とを聞いたので,授業では積極的には扱わず軽く
触れるにとどめた.

[6]で取り上げたが, 前年度末に文系の授業で
テイラー展開の紹介をした際に,

「sin xは xの整式としては表せない」

ことの証明を幾つか説明した. そこで, 理系の授
業ではその証明を考えさせることにした. 以下,

生徒が考えた証明を紹介する. 存在しないこと
を正面切って証明するのは難しいので,背理法を
利用している.

　P (x)はn次（n = 1）の多項式とする.つまり,

P (x) = anxn+an−1x
n−1+. . .+a1x+a0 (an 6= 0)

1. (sin x)(n+1) = ± sin x,± cos x（のいずれか）
だが, P (n+1)(x) = 0となり矛盾が生ずる.

2. (sin x)′′ = − sin x なので,

P (x) + P ′′(x) = sin x + (sin x)′′ = 0 · · ·À

となる. P (x) + P ′′(x)の最高次の項は anxn

であり, Àが全ての実数 xについて成り立つ
ならば an = 0. これは, an 6= 0に矛盾する.

3. (sin x)′′ = − sin x なので,

−P ′′(x) = P (x) · · ·Á

が成り立つ. P ′′(x)の最高次の項は an 6= 0

よりn(n−1)anx
n−2なので, Áが成り立つな

らば,次数を比較してn = n−2.これを満た
す nは存在しない.

4. (sin x)′ = cos xより,

{P (x)}2 + {P ′(x)}2 = 1 · · ·Â

が成り立つ. このとき, 左辺の最高次の項は
(an)2x2nであり, Âが全ての実数 xについて
成り立つならば an = 0. これは, an 6= 0に
矛盾する.

5. sin x = P (x)が成り立つとき,

sin 3x = P (3x) · · ·Ã

も成り立つ.

sin 3x = 3 sin x − 4 sin3 x

= 3P (x) − 4{P (x)}3

より, sin 3xの最高次の項は−4(an)3nx3nで
ある. 一方, P (3x)の最高次の項は 3nanxn

である. Ãが成り立つならば,次数を比較し
て 3n = n. このとき, n = 0となり, n = 1

に矛盾する.

6. (sin x)′ = cos xより,

sin x cos x = P (x)P ′(x)

が成り立つ.両辺を 2倍すると,

sin 2x = 2P (x)P ′(x) · · ·Ä

を得る.

sin 2x = P (2x)の最高次の項は 2nanx
nであ

り, 一方, 2P (x)P ′(x)の最高次の項は,

2 · anx
n · nanxn−1 = 2n(an)2x2n−1

となる.

Äが成り立つならば, まず, 次数を比較して
n = 2n − 1より n = 1. このとき係数に
ついて, 2a1 = 2(a1)

2 となり, a1 = 0, 1を
得る. a1 = 0は最高次の項の係数が消え
てしまうので不適. また, a1 = 1のときは
sin x = x + a0となるが, これも不適である.
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7.

lim
x→∞

|P (x)| = lim
x→∞

|xn|
∣∣∣an + . . . +

a0

xn

∣∣∣
= ∞

だが, lim
x→∞

| sin x|は振動するので矛盾.

8. sin xは奇関数だから, P (x)も奇関数.よっ
て,方程式 P (x) = 2は解をもつ. 一方,方程
式 sin x = 2は | sin x| 5 1より,解をもたな
いので矛盾が生ずる.

9. 方程式 P (x) = 0の解は多くて n個である
（代数学の基本定理）. 一方,方程式 sin x = 0

の解は x = nπ (n ∈ Z)であり, 無限個存在
するので矛盾が生ずる.

表現が異なるだけで,本質的には同じである証
明も有るが,

• 「これどうですか？」と多くの意見が出た

• 何種類も証明を考えた生徒が存在

ので, この問題を扱って良かったと感じている.

5 終わりに
本稿では 3つの実践を紹介したが,

• ガン見関数・正比例
+微分の本質

• 中間値の定理
+式を立てて得られた結果を検証

• sin x 6= P (x)

+微分のまとめ
+テイラー展開への下ごしらえ

ということで,高校数学から少し背伸びをして先
を見ることを意識した内容となっている. 微分・
積分はまだまだ「遊び・背伸び」のできる単元
だと考えているので, 教材づくりを進めていき
たい.
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