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§０　はじめに

　数学Ⅱテーマの一つである図形と方程式は今まで幾何的アプローチしかできなかった図形の問題を座標平面を導入し、

方程式を用いることによって導き出すものである。ベクトルとは違った意味で図形と式をつなげる図形と方程式は興味

深い分野であるが、いまいち幾何的なアプローチが薄いように感じる。そのため、せっかく図形と方程式を勉強しても

図形と方程式を結びつけず、単なる式計算として考えてしまう生徒が少なくない。そこで今回、教科書の図形と方程式

の軌跡の問題を図形の性質を使って感覚的に導き出してみた。

§１　２点からの距離の比が�P�Q�である点3の軌跡

１　�P Q �のとき線分$%の垂直二等分線になる。

２　�P
Q �のとき線分$%を�P�Q�に内分する点と外分する点を直径の両端とする円になる。�アポロニウスの円�

２点$、%からの距離の比が�P�Q�である点3の軌跡は次のようになる

$ %

3

0

これを図形的に導き出したい。

１　�P Q �のとき

$%の中点を0とする。�$0 %0 �より0は3の軌跡上の点である。

$0 0% �

$3 3% �

30�共通

より�△$30�△%30 �である。

よって��$03 %03 ����だから

3の作る軌跡は線分$%の垂直二等分線である。

$ %0 1

3

/
２　�P
Q �のとき

$%を�P�Q�に内分する点を0、外分する点を1とする。

0、1は3の軌跡上の点である。

$3�3% $0�0% P�Q �より

30�は�$3%の角の二等分線である。

よって�$30 �%30…①

$3�3% $1�1% P�Q �より

31�は�$3%の外角の二等分線である。

よって�%31 �13/…②

①②より�031 �%30��%31 ���

よって3の作る軌跡は01を直径とする円である。
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§２　点$と円上の点4について�$3�34 P�Q�に内分する点3の軌跡

点$と&を中心とする半径U�の円上に点4をとり、�$3�34 P�Q�に内分する点�3�の軌跡は次のようになる。

$&を�P�Q�に内分する点を中心とした半径�
P

�P Q
U�の円である。

これを図形的に導き出してみよう。

3

4

$&

. /0

1

直線$&と円との交点を.、/とする。

$.を�P�Q�に内分する点を0、$/を�P�Q�に内分する点を1

とする。

$3�$4 $0�$.�

�$共通より

△$304△$4.

よって∠$4. ∠$30…①

30�4. P�P�Q �…②

$3�$4 $1�$/

��$共通より

△$314△$4/

よって�$31 $4/…③

31�4/ P�P�Q �…④

./は円の直径だから①③より�.4/ �$30 ���…⑤

②④⑤より△/4.4△130で相似比は�P�P�Q �である。つまり�01 
P

�P Q
��U �

よって3の軌跡は01を直径とする円であり、$&を�P�Q�に内分する点を中心とした半径�
P

�P Q
U�の円である。

§３　２点$、%について� �$3 � �%3  �N �となる点3の軌跡

２点�$%�の距離を�G�とする。

G N�の時は簡単にわかる。

G N�の時は�$%�を直径とする円である。

$ %

3� �$3 � �%3  �G �が成り立つから三平方の定理の逆より�$3%＝���である。
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問題なのは�G
N�の時である。この時どうなるかベクトルを使って分析してみよう。
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よって次のことが成り立つ

(� N!G�のとき$%の中点を中心とする半径�
( �� �N �G

�
�の円である。

$ %

3

G�

U�

0

ここから半径を�U ( �� �N �G

�
�とおくと

�N  ��
�U ��

�

� �
G

�
�となるから

�$3 � �%3  ��
�03 
� �0$ �となり、

パップスの中線定理を導くことができる。

こう考えるとこの軌跡の問題はパップスの中線定理と関りがあるように

おもえる。

§４　おわりに

図形と方程式を図形的に見ることで、教科書で取り上げられている軌跡の問題は実は単純な図形の性質で作られている

ことが分かった。その一方で、教科書で取り上げられている軌跡の問題の中では比較的簡単に解ける§３の問題が図形

的には一番難しいのだから面白い。今回§３の問題はベクトルを使って研究してみたが、平面図形の知識だけでなんと

か導き出せないかさらに考えていきたい問題である。
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