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複素数平面

 複素数平面上の点Oを中心とする半径2の円C上に点zがある。 a 

を実数の定数とし、

w = z2 − 2az + 1　とおく。

1. |w |2をzの実数 xと aを用いて表せ。

2. 点zがC上を一周するとき、 |w |の最小値を aを用いて表せ。

セクション 1

問題１
1. |z | = 2 は原点を中心、半径2の円を表す。

zの実数 xの取りう

る範囲は、 

−2 ≦ x ≦ 2　であ

る。

|w |2 = ww̄ = (z2 − 2az + 1)(z̄2 − 2az̄ + 1)

= |z |4 − 2az |z |2 + z2 − 2a |z |2 z̄ + 4a2z |z |2 − 2az + z̄2 − 2az̄ + 1

|z | = 2 なので

= 16 − 8az + z2 − 8az̄ + 16a2 − 2a(z + z̄ ) + 1 + z̄2

= 16 − 8a(z + z̄ ) + z2 + z̄2 − 2a(z + z̄ ) + 16a2 + 17

= − 10a(z + z̄ ) + (z + z̄ )2 − 2z z̄ + 16a2 + 17

z + z̄ = x + yi + x − yi = 2x, z z̄ = |z |2 = 4

= 4x2 − 20a x + 16a2 + 9　(−2 ≦ x ≦ 2)・・（答）
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ムービー 1.1 |z | = 2 上の点の動き



2. |w |2 = 4x2 − 20a x + 16a2 + 9

     = 4(x −
5a
2 )

2
−9a2 + 9

頂点 ( 5a
2

, − 9a2 + 9) の放物線である。

|z | = 2 より、 −2 ≦ x ≦ 2　での最小値を求める。

（ⅰ） 
5a
2

< − 2  のとき　つまり a < −
4
5

 のとき
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x
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�w�2

上図より、 x = − 2で最小値をとる。

|w |2の 最小値＝ 4(−2)2 − 20a(−2) + 16a2 + 9 = 16a2 + 40a + 25

= (4a + 5)2

|w |の 最小値＝ |4a + 5 |・・・（答）

（ⅱ） −2 ≦
5a
2

≦ 2　のとき　つまり −
4
5

≦ a ≦
4
5
　のとき

-4 -2 2 4
x

-5

5

10

�w�2

x =
5a
2
　で最小値 |w |2 = − 9a2 + 9　となる。

|w |の 最小値＝ 3 1 − a2・・・（答）
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(ⅲ） 2 <
5a
2
　のとき　つまり　4

5
< a　のとき

-4 -2 2 4
x

-5

5

10

�w�2

x = 2　で最小値 |w |2 = 16a2 − 40a + 25 = (4a − 5)2

|w |の 最小値＝ |4a − 5 |・・・（答）
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ムービー 1.2 変換後の曲線の形



積分

 a > 0に対し、関数 f (x)が

f (x) = ∫
a

−a (e−x

2a
+ f (t)sint)dtをみたすとする。

1. f (x)を求めよ。

2.  0 < a ≦ 2πにおいて、

g(a) = ∫
a

−a
f (t)sintdtの最小値とそのときの aの値を求めよ 。

セクション 2

問題２
1.  f (x) = ∫

a

−a (e−x

2a
+ f (t)sint)dt =

e−x

2a ∫
a

−a
dt + ∫

a

−a
f (t)sintdt

　 =
e−x

2a [t]a
−a

+ ∫
a

−a
f (t)sintdt = e−a[2a] + ∫

a

−a
f (t)sintdt

∴ f (x) = e−x + ∫
a

−a
f (t)sintdt・・・①

C = ∫
a

−a
f (t)sintdt　(Cは定数）とおく。・・・②

②を①へ代入すると、

f (x) = e−x + C・・・③

③を②へ代入すると

C = ∫
a

−a
(e−t + C)sintdt

C = ∫
a

−a
e−tsintdt + C∫

a

−a
sintdt・・・④

∫
a

−a
e−tsintdt　の値を求める。

(e−tsint)′� = − e−tsint + e−tcost・・・⑤

(e−tcost)′� = − e−tcost − e−tsint・・・⑥

⑤＋⑥
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(e−tsint)′�+ (e−tcost)′ � = − 2e−tsint

両辺を tで積分する。

e−tsint + e−tcost = − 2∫ e−tsintdt　となるので

∫
a

−a
e−tsintdt = −

1
2 [e−t(sint + cost)]

a

−a

= −
sina

2 (ea + e−a) −
cosa

2 (e−a − ea)・・・⑦

∫
a

−a
sintdt　の値を求める。

∫
a

−a
sintdt = [− cost]

a

−a
= − cosa + cosa = 0・・・⑧

⑦⑧を④へ代入すると、

C = −
sina

2 (ea + e−a) +
cosa

2 (ea − e−a)

∴ f (x) = e−x +
sina

2 (ea + e−a) +
cosa

2 (ea − e−a)・・・（答）

2.   

g(a) = ∫
a

−a
f (t)sintdt  の両辺を aで微分すると

g′�(a) = f (a)sina − f (−a)sin(−a)(−1)

f (x) = e−x + C  なので

g′�(a) = − (ea − e−a)sina

下図より、 ex > e−x
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0 < a ≦ 2π　において、増減表を作成する。

ܽ (0) ・・・ π ・・・ ２π 
݃′ሺܽሻ (0) ― 0 ＋ 0 
݃ሺܽሻ  ↘ 極小 ↗  

 
a = π　において極小値つまり最小値をとる。

g(π) = −
sinπ

2
(eπ + e−π) +

cosπ
2

(eπ − e−π) = −
1
2

(eπ − e−π)・・・（答）
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確率

 机のひきだしAに３枚のメダル、ひきだしBに２枚のメダルが入

っている。ひきだしAの各メダルの色は、金、銀、銅のどれかで

あり、ひきだしBの各メダルの色は金、銀のどちらかである。

1.ひきだしAのメダルの色が２種類である確率を求めよ。

2.ひきだしA,Bをあわせたメダルの色が2種類である確率を求め

よ。

3.ひきだしA,Bをあわせてちょうど３枚の金メダルが入っている

ことがわかっているとき、ひきだしAのメダルの色が２種類で

ある確率を求めよ。

セクション 3

問題３ 
1. 

『Aのメダルの色が２種類である。』を否定すると、

『Aのメダルの色が1種類』又は『Aのメダルの色が3種類』である。

TypeⅠ『Aのメダルの色が1種類』のとき

　　　色の選び方は金、銀、銅から１色を選ぶので、 3C1 = 3

      　　例えば、A={金、金、金}のときの確率は、 ( 1
3 )

3

　　Type Ⅰの確率は、 3 × (1
3 )

3

=
1
32
・・・①

TypeⅡ『Aのメダルの色が３種類』のとき

　A={金、銀、銅}の確率は、 3C1( 1
3 ) ×2 C1( 1

3 ) ×
1
3

=
2
32
・・・②

求める確率は、 1 − (1
9

+
2
9 ) =

2
3
・・・（答）

（別解）金、銀、銅から2種類を選ぶ方法 3C2 = 3

Aの２種類が金、銀のとき、Aの３枚のメダルは 23通りある。

Aの３枚とも金、銀のときを除外するので、確率は

(23 − 2) × 3
33

=
8 − 2

32
=

2
3
・・・（答）
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2. 

TypeⅢ『Bのメダルが1種類』のとき

　　　このとき、B={金、金}or{銀、銀}の２通りがある。

例えば、B={金、金}の場合について、

確率は ( 1
2 )

2

Case１:『Aのメダルが1種類』の場合

　　　A={銀、銀、銀} ,{銅、銅、銅}の２通り

 ( 1
3 )

3

× 2 =
2
27

Case２:『Aのメダルが2種類』の場合

　　　A={金、金、*} ,（*は金以外の色）　　又は

　　　A={金、*、*},　（*は金以外の色で銀又は銅の２通り）

 3C2( 1
3 )

2

( 2
3 ) + 2 ×3 C1( 1

3 )( 1
3 )

2

=
2
32

+
2
32

=
4
9

B={金、金}の場合の確率は、( 1
2 )

2

( 2
27

+
4
9 ) =

7
2 × 27

B={銀、銀}の場合も同様に、 
7

2 × 27

TypeⅢの確率は、 
7
27

TypeⅣ『Bのメダルが2種類』のとき

このとき、B={金、銀}であり、確率は 2C1( 1
2 )( 1

2 ) =
1
2

Case３:『Aのメダルが１種類』の場合

　A={金、金、金}、{銀、銀、銀} の２通りあるので、確率は 

2 × (1
3 )

3

=
2
27

Case４：『Aのメダルが２種類』の場合

A={金、金、銀}、{金、銀、銀} 

3C2( 1
3 )

2

( 1
3 ) × 2 =

2
32

TypeⅣの確率は、1
2 ( 2

27
+

2
9 ) =

4
27

7
27

+
4
27

=
11
27
・・・（答）

3. 

X:『Aのメダルの色が２種類』となる事象

Y;『A,Bあわせて３枚の金メダル』となる事象

条件付確率PY(X )を求める。
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事象Yの確率 P(Y )を求める。

TypeⅤ：B={金、金}のとき、その確率 ( 1
2 )

2

=
1
4

Aが１枚の金を持つので、

A={金、銀、銀}，{金、銀、銅}，{金、銅、銅}の３つのケース

Case１； A={金、銀、銀}の場合

3C1( 1
3 )( 1

3 )
2

=
1
9

Case２；A= {金、銀、銅}の場合

3C1( 1
3 ) ×2 C1( 1

3 ) × (1
3 ) =

2
9

Case３；A= {金、銅、銅}の場合

3C1( 1
3 )( 1

3 )
2

=
1
9

TypeⅤの確率は、 
1
4

× (1
9

+
2
9

+
1
9 ) =

1
9
・・・TypeⅤ

TypeⅥ：B={金、銀}のとき、その確率 2C1( 1
2 )( 1

2 ) =
1
2

Aが２枚の金を持つので、

A={金、金、銀}，{金、金、銅}の２つのケース

Case４； A={金、金、銀}の場合

 3C2( 1
3 )

2

( 1
3 ) =

1
9

Case５；A={金、金、銅}の場合

3C2( 1
3 )

2

( 1
3 ) =

1
9

TypeⅥの確率は、 
1
2

× (1
9

+
1
9 ) =

1
9
・・・TypeⅥ

TypeⅦ：B={銀、銀}のとき、その確率 
1
2

×
1
2

=
1
4

このとき、Aが３枚の金を持つA={金、金、金}  確率 ( 1
3 )

3

TypeⅦの確率は、 
1
4

×
1
33
・・・TypeⅦ

P(Y ) =
1
9

+
1
9

+
1

4 × 27
=

25
4 × 27

次に、P(X ∩ Y )の確率を求めると、

Case１、Case３、Case４、Case５の場合なので

P(X ∩ Y ) =
1
4 ( 1

9
+

1
9 ) +

1
2 ( 1

9
+

1
9 ) =

18
25
・・・（答）
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数列の漸化式

1. 次の方程式が異なる３つの０でない実数解をもつことを示せ。

x3 + x2 − 2x − 1 = 0・・・①

2.方程式①の３つの実数解を s, t, uとし、

     数列{ an}をan =
sn−1

(s − t)(s − u)
+

tn−1

(t − u)(t − s)
+

un−1

(u − s)(u − t)

     によって定める。このとき

an+3 + an+2 − 2an+1 − an = 0 (n = 1,2,3,...)　

　　が成り立つことを示せ。

3.（２）の anがすべて整数であることを示せ。

セクション 4

問題４
1. x3 + x2 − 2x − 1 = 0・・・①

左辺＝ f (x)　とおくと、 f (0) = − 1より、①は x = 0を解として持たな

い。

f ′�(x) = 3x2 + 2x − 2

f ′�(x) = 0　のとき3x2 + 2x − 2 = 0

x =
−1 ± 7

3

α =
−1 − 7

3
, β =

−1 + 7
3

　とおく

増減表

f (x)を f ′�(x)で割ると

f (x) = f ′�(x)( 1
3

x +
1
9 ) −

14
9

x −
7
9

f (α) = f ′�(α)( 1
3

α +
1
9 ) −

14
9

α −
7
9

= −
14
9

α −
7
9

=
7 + 14 7

9
> 0

f (β ) = f ′�(β )( 1
3

β +
1
9 ) −

14
9

β −
7
9

= −
14
9

β −
7
9

= −
14 7 − 7

9
< 0
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ܽ (0) ・・・ π ・・・ ２π 
݃′ሺܽሻ (0) ― 0 ＋ 0 
݃ሺܽሻ  ↘ 極小 ↗  

 
 

・・・ ߚ ・・・ ߙ ・・・ ݔ

݂′ሺݔሻ ＋ 0 ― 0 ＋ 
݂ሺݔሻ ↗ 極大 ↘ 極小 ↗ 

 



f (α) > 0, f (β ) < 0　なので、上図よりx3 + x2 − 2x − 1 = 0は0でない３つ

の実数解をもつ。

2.　

方程式①の３つの実数解を s, t, u　なので、

s3 + s2 − 2s − 1 = 0，t3 + t2 − 2t − 1 = 0，u3 + u2 − 2u − 1 = 0

an+3 + an+2 − 2an+1 − an

=
sn+2 + sn+1 − 2sn − sn−1

(s − t)(s − u)
+

tn+2 + tn+1 − 2tn − sn−1

(t − u)(t − s)
+

un+2 + un+1 − 2un − un−1

(u − s)(u − t)

=
sn+1(s3 + s2 − 2s − 1)

(s − t)(s − u)
+

tn−1(t3 + t2 − 2t − 1)
(t − u)(t − s)

+
un−1(u3 + u2 − 2u − 1)

(u − s)(u − t)

= 0

3.

nに関する数学的帰納法によって証明する。前問2.より

an =
sn−1

(s − t)(s − u)
+

tn−1

(t − u)(t − s)
+

un−1

(u − s)(u − t)
・・・②

an+3 = an + 2an+1 − an+2・・・③

(ⅰ) n = 1のとき、②から

a1 =
1

(s − t)(s − u)
+

1
(t − u)(t − s)

+
1

(u − s)(u − t)

   =
(t − u) − (s − u) + (s − t)

(s − t)(s − u)(t − u)
= 0

(ⅱ) n = 2のとき、②から

a2 =
s

(s − t)(s − u)
+

t
(t − u)(t − s)

+
u

(u − s)(u − t)

   =
s(t − u) − t(s − u) + u(s − t)

(s − t)(s − u)(t − u)

=
st − su − ts + tu + us − ut

(s − t)(s − u)(t − u)
= 0

(ⅲ) n = 3のとき、②から

a3 =
s2

(s − t)(s − u)
+

t2

(t − u)(t − s)
+

u2

(u − s)(u − t)

   =
s2(t − u) − t2(s − u) + u2(s − t)

(s − t)(s − u)(t − u)
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=
(t − u)s2 − (t2 − u2)s + tu(t − u)

(s − t)(s − u)(t − u)

=
(t − u){s2 − (t − u)s + tu}

(s − t)(s − u)(t − u)

=
(t − u)(s − t)(s − u)
(s − t)(s − u)(t − u)

= 1

∴ a1 = 0,a2 = 0,a3 = 1となり、整数値をとる。

 n = 1のとき③より、 a4 = a3 + 2a2 − a1 = 1も整数値をとる。

n = k のとき、 ak, ak+1, ak+2が整数値をとると仮定すると、

ak+3 = ak + 2ak+1 − ak+2から、 ak+3も整数値をとるので、

すべての自然数 nについて、 anは整数値をとる。
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空間ベクトル

 空間の２点 A(0,0,2), B(0,1,3)を通る直線を lとし、２点 

C(1,0,0), D(1,0,1)を通る直線を mとする。 aを定数として、 l上に

も m上にもない点 P(s, t, a)を考える。

1. Pから lに下ろした垂線と lの交点を Qとし、 Pから mに下ろし

た垂線と mの交点を Rとする。 Q, Rの座標をそれぞれ s, t, aを

用いて表せ。

2.  Pを中心とし、 lと mがともに接するような球面が存在するた

めの条件をs, t, aの関係式で表せ。

3.  s, tと定数 aが（２）の条件をみたすとき、平面上の点 (s, t)の

奇跡が放物線であることを示し、その焦点と準線を aを用いて

表せ。

セクション 5

問題５  
1.

l

m

直線 lの方向ベクトル ⃗ABを求める。

⃗AB = ⃗OB − ⃗OA = (0,1,3) − (0,0,2) = (0,0,1)

直線 lのベクトル方程式を求める。

点Qは 直線 l上の点なので、 ⃗AQ ∥ ⃗AB  より、

 ⃗AQ = q ⃗AB、 qは実数

⃗OQ − ⃗OA = q ⃗AB

⃗OQ = ⃗OA + q ⃗AB

これを、成分表示すると、

⃗OQ = (0,0,2) + q(0,1,1) = (0,q,2 + q)・・・①
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同様に、直線 mの方向ベクトル ⃗CDを求める。

⃗CD = ⃗OD − ⃗OC = (1,0,1) − (1,0,0) = (0,0,1)

直線 mのベクトル方程式を求める。

点Rは 直線 m上の点なので、 ⃗CR ∥ ⃗CD  より、 ⃗CR = r ⃗CD、 rは実数

⃗OR − ⃗OC = r ⃗CD

⃗OR = ⃗OC + r ⃗CD

成分表示すると、

⃗OR = (1,0,0) + r (0,0,1) = (1,0,r)・・・②

⃗OP = (s, t, a)　と①、②から

⃗PQ = ⃗OQ − ⃗OP = (−s, q − t,2 + q − a)

⃗PR = ⃗OR − ⃗OP = (1 − s, − t, r − a)

⃗AB = (0,0,1)， ⃗CD = (0,0,1)

⃗PQ ⊥ ⃗AB　なので  ⃗PQ ⋅ ⃗AB = 0

0(−s) + 1(q − t) + 1(2 + q − a) = 0

2q = t + a − 2

∴ q =
t + a − 2

2

⃗PR ⊥ ⃗CD　なので  ⃗PR ⋅ ⃗CD = 0

0(1 − s) + 0(−t) + 1(r − a) = 0

r − a = 0

∴ r = a

∴ ⃗OQ = (0,
t + a − 2

2
,

t + a + 2
2 ), ⃗OR = (1,0,a)・・・（答）
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2.

前問より、 ⃗PQ = ⃗OQ − ⃗OP = (−s, q − t,2 + q − a)

⃗PQ = (− s,
a − 2 − t

2
,

t + 2 − a
2 )

⃗PR = ⃗OR − ⃗OP = (1 − s, − t, r − a)

⃗PR = (1 − s, − t,0)

PQ, PR　は半径になるので、

| ⃗PQ |2 = | ⃗PR |2

s2 +
(a − 2 − t)2

4
+

(t + 2 − a)2

4
= (1 − s)2 + t2

展開して整理すると、

t2 + 2(a − 2)t − a2 + 4a − 2 − 4s = 0・・・（答）

3.　4s = t2 + 2(a − 2)t − a2 + 4a − 2　　tに関して平方完成すると、

(t + a − 2)2 = 4(s +
a2

2
− 2a +

3
2 )

(s, t)平面において、 t2 = 4sの焦点 (1,0)、準線 s = − 1を s軸方向へ 

−
a2

2
+ 2a −

3
2
　t軸方向へ −a + 2　平行移動したものなので、

焦点 ( −
a2

2
+ 2a −

1
2

, − a + 2)，準線 s = −
a2

2
+ 2a −

5
2
・・・（答）
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ムービー 1.3 球体の動きを見よう
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