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大学入試問題分析

幾何学的イメージを重視した積分技法
積分の視覚的指導方法

松本睦郎（札幌北高等学校）

理系大学入試問題には、様々な積分計算問題が出題される。置換積分や線対称、点対称な関数

の積分の仕組みを視覚化して指導する技法をまとめた。

Episode１ 置換積分を見る

න
ݔ4

1 + ଶݔ

ଷ
ଶ

଴

ݔ݀

を計算せよ。

[解答]
=ݖ ଶݔ

とおくと
=ݖ݀ ݔ2݀ ݔ

ݔ
0 →

3

2
ݖ

0 →
9

4

න
ݔ4

1 + ଶݔ

ଷ
ଶ

଴

=ݔ݀ න
2

1 + ݖ
=ݖ݀ 2[ ݈݃݋ (1 + ଴[(ݖ

ଽ ସ⁄

ଽ
ସ

଴

= 2 ݈݃݋
13

4

左図と右図の面積は同じである。
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Episode２ 線対称な関数の積分

曲線ݕ= =ݔが直線(ݔ݂) ܽに関して線対称であるとき、

の時、

න ݔ݂ =ݔ݀(ݔ) ܽන ݔ݀(ݔ݂)
ଶ௔

଴

ଶ௔

଴

Proof
「曲線ݕ= =ݔが直線(ݔ݂) ܽに関して線対称である。」とは、

+ݔ ݐ

2
= ܽ

=ݐ 2ܽ− ݔ
このとき、 (ݐ݂) = (ݔ݂)

(݂2ܽ− (ݔ = (ݔ݂)

=ݔ ܽ

=ݐ 2ܽ− 。として変数変換するݔ
=ݐ݀ ݔ݀−

ݔ 0 → 2ܽ
ݐ 2ܽ→ 0

左辺 = න ݔ݂ ݔ݀(ݔ)
ଶ௔

଴

= න (2ܽ− (ݐ (݂2ܽ− ݐ݀(1−)(ݐ
଴

ଶ௔

= න (2ܽ− (ݐ ݐ݀(ݐ݂)
ଶ௔

଴

= 2ܽන −ݐ݀(ݐ݂) න ݐ݂ (ݐ)
ଶ௔

଴

ଶ௔

଴

ݐ݀

= 2ܽන −ݔ݀(ݔ݂) න ݔ݂ ݔ݀(ݔ)
ଶ௔

଴

ଶ௔

଴

2න ݔ݂ =ݔ݀(ݔ) 2ܽන ݔ݀(ݔ݂)
ଶ௔

଴

ଶ௔

଴

∴ න ݔ݂ =ݔ݀(ݔ) ܽන ݔ݀(ݔ݂)
ଶ௔

଴

ଶ௔

଴
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Episode３ 点対称な関数の積分

曲線ݕ= が点ܲ൫ܽ(ݔ݂) , (݂ )ܽ൯に関して点対称であるとき

න =ݔ݀(ݔ݂) 2ܽ× (݂ )ܽ
ଶ௔

଴

Proof
「曲線ݕ= が点ܲ൫ܽ(ݔ݂) , (݂ )ܽ൯に関して点対称である」とは、

+ݔ ݐ

2
= ,ܽ

(ݔ݂) + (ݐ݂)

2
= (݂ )ܽ

=ݔ 2ܽ− ,ݐ (ݐ݂) = 2 (݂ )ܽ− (ݔ݂)
∴ (݂2ܽ− (ݔ = 2 (݂ )ܽ− (ݔ݂)

ܲ൫ܽ , (݂ )ܽ൯

=ݔ 2ܽ− 。として変数変換するݐ
=ݐ݀ ݔ݀−

ݔ 0 → 2ܽ
ݐ 2ܽ→ 0

左辺 = න ݔ݀(ݔ݂)
ଶ௔

଴

= න (݂2ܽ− ݐ݀(1−)(ݐ
଴

ଶ௔

= න (݂2ܽ− ݐ݀(ݐ
ଶ௔

଴

= න ൫2 (݂ )ܽ− ൯݀(ݐ݂) ݐ
ଶ௔

଴

= 2ܽ× 2 (݂a)− න ݔ݀(ݔ݂)
ଶ௔

଴

∴ 2න =ݔ݀(ݔ݂) 4݂ܽ ( )ܽ
ଶ௔

଴
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Episode４ 線対称関数×点対称関数の積分

,ܾ݇> 0となる定数0 ≤ ≥ݔ ܾを満たす、すべての実数ݔにおいて連続な関数݃(ݔ), ℎ(ݔ)が存在し、
(ݔ)݃ = ݃(ܾ− (ݔ

ℎ(ݔ)+ ℎ(ܾ− (ݔ = ݇
を満たしている。

このとき、

න (ݔ)݃
௕

଴

ℎ(ݔ)݀ݔ=
1

2
݇න ݔ݀(ݔ)݃

௕

଴

Proof

(ݔ)݃ = ݃(ܾ− (ݔ =ݕ」↔ =ݔは(ݔ)݃
ܾ

2
に関して線対称である。」

න =ݔ݀(ݔ)݃ 2න ݔ݀(ݔ)݃

௕
ଶ

଴

௕

଴

ℎ(ݔ)+ ℎ(ܾ− (ݔ = =ݕ」↔݇ ℎ(ݔ)は൬
ܾ

2
,
݇

2
൰に関して点対称である。」

න＝ܫ ݔ݀(ݔ)ℎ(ݔ)݃
௕

଴

=ݐ ܾ− ݔ
とおく、

ݔ 0 → ܾ
ݐ ܾ→ 0

=ܫ න ݃(ܾ− −ܾ)ℎ(ݐ (ݐ݀−)(ݐ = න ݃(ܾ− −ܾ)ℎ(ݐ ݐ݀(ݐ
௕

଴

଴

௕

݃(ܾ− (ݔ = ,(ݔ)݃ ℎ(ܾ− (ݔ = ݇− ℎ(ݔ)

=ܫ න −݇}(ݐ)݃ ℎ(ݐ)}݀ݐ
௕

଴

=ܫ ݇න −ݐ݀(ݐ)݃ න ݐ݀(ݐ)ℎ(ݐ)݃
௕

଴

௕

଴

= ݇න −ݐ݀(ݐ)݃ ܫ
௕

଴

=ܫ2 ݇න ݐ݀(ݐ)݃
௕

଴

=ܫ
݇

2
න ݔ݀(ݔ)݃
௕

଴
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Episode５

（１）関数 、に対し(ݔ݂)

න ݔ݂ ൌݔ݀(ݔ݊ݏ݅)
ߨ

2
න ݔ݀(ݔ݊ݏ݂݅)
గ

଴

గ

଴

を証明せよ。

（２）定積分

න
ݔ݊ݏ݅ݔ

ͳ൅ ݔଶ݊ݏ݅
ݔ݀

గ

଴

を求めよ。

Proof

ൌݕ ݔ��� (Ͳ൑ ൑ݔ ൌݔ、は(ߨ
గ

ଶ
に関して線対称である。

൅ݔ ݐ

2
=
ߨ

2
ൌݔ െߨ ݐ

とおく。
ൌݔ݀ െ݀ݐ

ݔ 0 → ߨ
ݐ →ߨ 0

ൌܫ න ݔ݂ ݔ݀(ݔ݊ݏ݅)
గ

଴

ൌ න െߨ) ݏ൫݂݅(ݐ െߨ݊) (ݐെ݀)൯(ݐ
଴

గ

ൌܫ න െߨ) (ݐ ൌݐ݀(ݐ݊ݏ݂݅) න ߨ െݐ݀(ݐ݊ݏ݂݅) න ݐ݂ ൌݐ݀(ݐ݊ݏ݅) නߨ െݐ݀(ݐ݊ݏ݂݅) ܫ
గ

଴

గ

଴

గ

଴

గ

଴

ൌܫʹ නߨ ݀(ݔ݊ݏ݂݅)
గ

଴

ݔ

ൌܫ׵
ߨ

2
න ݔ݀(ݔ݊ݏ݂݅)
గ

଴

（２）

(ݔ݂) =
ݔ

ͳ൅ ଶݔ

とおく。

න
ݔ݊ݏ݅ݔ

ͳ൅ ݔଶ݊ݏ݅
ൌݔ݀ න ݔ݂ ൌݔ݀(ݔ݊ݏ݅)

ߨ

2
න ൌݔ݀(ݔ݊ݏ݂݅)

ߨ

2
�න

ݔ݊ݏ݅

ͳ൅ ݏ݅ ଶ݊ݔ
ൌݔ݀�

ߨ

2

గ

଴

න
ݔ݊ݏ݅

ʹെ ݔଶݏܿ݋

గ

଴

గ

଴

గ

଴

గ

଴

ݔ݀

=
ߨ

2
න

ݔ݊ݏ݅

൫√2 െ ൯൫√2ݔݏܿ݋ ൅ ൯ݔݏܿ݋
ൌݔ݀�

ߨ

4√2

గ

଴

න ൬
ݔ݊ݏ݅

√2 െ ݔݏܿ݋
+

ݔ݊ݏ݅

√2 ൅ ݔݏܿ݋
൰

గ

଴

ݔ݀

=
ߨ

4√2
݃݋݈ൣ ൫√2 െ ൯െݔݏܿ݋ ݈݃݋ ൫√2 ൅ ൯൧ݔݏܿ݋

଴

గ
=

ߨ

√2
݈݃݋ ൫√2 ൅ ͳ൯
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a

Episode6 対称性を活用した技巧的積分

න
ଶݔ

൅ݔ ξ ଶܽ െ ଶݔ

௔

଴

ݔ݀

を計算せよ。

[解答]

≪Point≫ストレートに計算すると、壁にぶつかる積分

ൌݔ 、とおくߠ݊ݏܽ݅
ൌݔ݀ ܽܿ ߠ݀ݏ݋ ߠ

ൌܫ න
ଶݔ

൅ݔ ξ ଶܽ െ ଶݔ

௔

଴

ݔ݀

とおく。

ൌܫ න
ܽଷ݅݊ݏଶߠ ߠݏܿ݋

൅ߠ݊ݏܽ݅ ඥ ଶܽ(ͳെ (ߠଶ݊ݏ݅
ߠ݀

గ
ଶ

଴

ൌܫ න
ܽଶ݅݊ݏଶܿߠ ߠݏ݋

൅ߠ݊ݏ݅ ߠݏܿ݋
ڮߠ݀ ①

గ
ଶ

଴

ൌݔ ܽܿ 、とおくݏ݋
ൌݔ݀ െ ߠ݀݊ݏܽ݅ ߠ

ݔ 0 → ܽ
ߠ ߨ

2
→ 0

ൌܫ න
െܽଷ݅ߠ݊ݏ ߠଶݏܿ݋

ܽܿ ൅ߠݏ݋ ඥ ଶܽ(ͳെ (ߠଶݏܿ݋
ߠ݀

଴

గ
ଶ

ൌ න
ܽଶ݅ߠ݊ݏ ߠଶݏܿ݋

൅ߠ݊ݏ݅ ߠݏܿ݋
ڮߠ݀ ②

గ
ଶ

଴

① ＋②

ൌܫʹ න
ߠܿ݊ݏܽ݅ ൅ߠ݊ݏ݅)ߠݏ݋ (ߠݏܿ݋

൅ߠ݊ݏ݅ ߠݏܿ݋
ߠ݀ ൌ ܽන ߠܿ݊ݏ݅ ߠ݀ݏ݋ ߠ ൌ

ܽ

2

గ
ଶ

଴

න ݊ݏ݅ ߠ݀ߠʹ ൌ
ܽ

4

గ
ଶ

଴

[െ ݏʹܿ݋ ଴[ߠ
గ ଶ⁄

గ
ଶ

଴

=
ܽ

2

ൌܫ׵
ܽ

4
■

ݔ 0 → ܽ
ߠ 0 →

ߨ

2
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Episode7 2009 年札幌医科大学

定数ܽ> 0,0 < ܾ<
ଵ

ଶ
に対し、0 ≤ ≥ݔ で定義された関数ߨ

(ݔ݂) = ܽ+ ݐܽ ݊ ݔܾ
は条件

(ݔ݂) −ߨ݂) (ݔ = ܿ
を満たす。ただし、 はܿ定数とする。

（１）ܽとܾの関係式、およびܽと のܿ関係式を求めよ。

以下ܽ= 2 + √3とする。

（２）ܾと のܿ値を求めよ。

（３）定積分

න ݈݃݋ ݔ݀(ݔ݂)
గ

଴

の値を求めよ。

[解答]

（１）aとb の関係式を求める。

  bxaxf tan より    bxb
bx

bxf 2

2
tan1

cos

1


    cxfxf  の両辺を xで微分すると         0 xfxfxfxf 

0x を代入すると         000   ffff

    0tan1tan 2   babbab
2

1
0  b より両辺をb で割ると、

  0tan1tan 2   baba

展開してまとめると、求めるaとb の関係式は、

0tan1  ba …（答）

次に、aとcの関係式を求める。

（ⅰ）     cxfxf  へ 0x を代入する。

   ffc 0

 baac tan

baac tan2 

求めるaとb の関係式 0tan1  ba より 12  ac …（答）

（２）

32 a を 12  ac へ代入すると、 348 c …（答）

0tan1  ba へ代入すると、 32tan b

≪Point≫ 32tan b から直接b の値を求めることはできない。

 
 22

321

322

tan1

tan2
2tan














b

b
b ＝

3

1

3

3
 となる。

2

1
0  b より   b20 の範囲で

3

1
2tan b

6
2


 b

12

1
b …（答）
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30 20 10 10 20 30

10

5

5

10

（３）

 
12

tan32
x

xf 

を  x0 の範囲でグラフを作成すると下図になる。

 
12

tan32
x

xf  の周期は、

12πとなり、  x0 では、

  0xf となる。

 











0 12
tan32log dx

x
を求める。
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≪Point≫  











0 12
tan32log dx

x
を直接計算で求めることは複雑化を招く。

I＝  


0
log dxxf

とおき、

    cxfxf 
を活用する。

I＝
  



0
log dx

xf

c
＝    




0
loglog dxxfc 348 c より

I＝     



00

348log dxxfdx xt   とおくと、 dxdt 

x；0→π

t；π→0

I＝     
0

0
348log




dttfdx ＝     



00
348log dttfdx

I＝   


0
348log dx I

２I＝   


0
348log dx＝  348log 

 348log
2




I …（答）
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（３）の別解[対称性を利用した技巧的解法]

(ݔ݂) ൌ ൫ʹ ൅ √3൯൅ ݐܽ ݊
ݔ

12
ǡሺͲ൑ ൑ݔ ሻߨ

の周期 12πである。前問より

(ݔ݂) െߨ݂) (ݔ = 8 + 4√3

となるので、両辺に自然対数をとると

݈݃݋ (ݔ݂) െߨ݂) (ݔ ൌ ݈݃݋ �ሺͅ ൅ Ͷඥ3)

݈݃݋ (ݔ݂) ൅ ݈݃݋ െߨ݂) (ݔ ൌ ݈݃݋ �ሺͅ ൅ √ʹ12)

݈݃݋ (ݔ݂) ൅ ݈݃݋ െߨ݂) (ݔ ൌ ݈݃݋ �ሺ√6 + √2)ଶ

݈݃݋ (ݔ݂) ൅ ݈݃݋ െߨ݂) (ݔ

2
ൌ ݈݃݋ ൫√6 + √2൯

ൌݕ ݈݃݋ (ݔ݂)

のグラフは、下図のように、点�൬
గ

ଶ
ǡ݈ ݃݋ ൫√2 + √6൯൰に関して、点対称なグラフになる。

=ᇱݕ
Ԣ݂(ݔ)

(ݔ݂)
=

1
12

1
ߨଶݏܿ݋ ͳʹ⁄

൫ʹ ൅ √3൯ܽݐ ݊
ݔ

12

> 0

このグラフは下に凸である。

න ݈݃݋ ൌݔ݀(ݔ݂) ൛݈݃݋ ൫√2 + √6൯ൟߨ
గ

଴

■
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Episode8 ∫݁ି௫݅ݔ݀݊ݏ ௫ି݁∫,ݔ ݔ݀ݏܿ݋ ݔ

න ݁ି௫݅ݔ݀݊ݏ න,ݔ ݁ି௫ ݔ݀ݏܿ݋ ݔ

を計算せよ。

[解答 1]部分積分を利用する方法

I = න ݁ି௫݅ݔ݀݊ݏ =ܬ,�ݔ න ݁ି௫ ݔ݀ݏܿ݋ ݔ

とおく。

部分積分を利用すると、

I = −݁ି௫ −ݔݏܿ݋ න ݁ି௫ ݔ݀ݏܿ݋ =ݔ −݁ି௫ −ݔݏܿ݋ ܬ

∴ I + J = −݁ି௫ ①⋯ݔݏܿ݋

J = ݁ି௫݅ݔ݊ݏ+ න ݁ି௫݅ݔ݀݊ݏ =ݔ ݁ି௫݅ݔ݊ݏ+ ܫ

∴ I − J = −݁ି௫݅ݔ݊ݏ⋯②

① ，②より

I = −
1

2
݁ି௫(݅ݔ݊ݏ+ =ܬ,(ݔݏܿ݋

1

2
݁ି௫(݅ݔ݊ݏ− (ݔݏܿ݋

[解答２]原始関数を利用する方法
{݁ି௫ +ݔ݊ݏ݅) =ᇱ{(ݔݏܿ݋ −݁ି௫(݅ݔ݊ݏ+ (ݔݏܿ݋ + ݁ି௫( −ݔݏܿ݋ (ݔ݊ݏ݅ = −2݁ି௫݅ݔ݊ݏ

݁ି௫݅ݔ݊ݏ= −
1

2
{݁ି௫ +ݔ݊ݏ݅) ′{(ݔݏܿ݋

∴ න ݁ି௫�݅ݔ݀�ݔ݊ݏ= −
1

2
�݁ ି௫(݅ݔ݊ݏ+ (ݔݏܿ݋

{݁ି௫ −ݔ݊ݏ݅) =ᇱ{(ݔݏܿ݋ −݁ି௫(݅ݔ݊ݏ− (ݔݏܿ݋ + ݁ି௫( +ݔݏܿ݋ (ݔ݊ݏ݅ = 2݁ି௫݅ݔ݊ݏ

݁ି௫ =ݔݏܿ݋
1

2
{݁ି௫ −ݔ݊ݏ݅) ′{(ݔݏܿ݋

∴ න ݁ି௫�ܿݔ݀�ݔݏ݋=
1

2
�݁ ି௫(݅ݔ݊ݏ− (ݔݏܿ݋

[解答３]複素積分を活用する方法

݁௜௫ = +ݔݏܿ݋ ݔ݊ݏ݅݅�
を活用する方法。

S = න ݁ି௫݅ݔ݀݊ݏ ܥ,�ݔ = න ݁ି௫ ݔ݀ݏܿ݋ ݔ

+ܥ ݅ܵ = න ݁ି௫( +ݔݏܿ݋ =ݔ݀(ݔ݊ݏ݅݅� න ݁ି௫�݁௜௫݀ݔ= න ݁(ିଵା௜)௫݀ݔ=
݁(ିଵା௜)௫

−1+ ݅

=
݁ି௫݁௜௫

−1 + ݅
=
݁ି௫( +ݔݏܿ݋ (ݔ݊ݏ݅݅

−1+ ݅
=
݁ି௫( +ݔݏܿ݋ −1−)(ݔ݊ݏ݅݅ )݅

(−1+ )݅(−1− )݅

=
݁ି௫(− −ݔݏܿ݋ −ݔݏ݋ܿ݅ +ݔ݊ݏ݅݅ (ݔ݊ݏ݅

1 − (−1)
=
݁ି௫{݅ݔ݊ݏ− −ݔݏܿ݋ +ݔ݊ݏ݅݅) {(ݔݏܿ݋

2
実数部分と虚数部分を比較すると、

ܥ =
1

2
݁ି௫(݅ݔ݊ݏ− =ܵ,(ݔݏܿ݋ −

1

2
݁ି௫(݅ݔ݊ݏ+ (ݔݏܿ݋

■


