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第４話 くりぬき立体図形の体積 
 
 
 
 
 
〔解答例〕 
底面の半径ｒとすると、 ππ 32 =r より AB＝ 3=r  
OA＝３とピタゴラスの定理 222 OBABOA =+ より 
OB＝ 32  
△OBA∽△OQPより 
OQ：OB＝１： 32  
PQ：AB＝１： 32            O 
PQ： 3＝１： 32  

PQ＝
2
1  

OP：OA＝１： 32  
OA＝３より        Q        P 

OP＝
2
3  

円錐部分の体積 1V  

OPPQV π2
1 2

1
= ＝ π

24
3  

球面による切り取り部分の体積 2V  
OQ=２PQ＝１，中心 O半径１の円 122 =+ yx より 

∫
−

−
= 2

3

1

2
2 dyxV π  

 ＝ ( )∫
−

−
−2

3

1

21 dyyπ           y  

 ＝
2
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2
1 −
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


 − yyπ        x  
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求める立体の体積 21 VV + ＝ ππ
3
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Exercise11 2003年武蔵工業大学 
 底面積 π3 ，高さ３の直円錐がある。その頂点Ｏを中心とする半径１の球が直円錐から切り取る部分の体
積を求めよ。 

バウムクーヘンの面積定理 
( )xfy<<0 ， bxa << をｙ軸のまわりに１回転してできる立体の体積 Vは 

( )∫=
b

a
dxxxfV π2  

極表示の面積定理 
曲線 C上の点 Pが極方程式 ( )θfr = , βθα << で囲まれる面積 Sは 

( ){ }∫=
β

α
θθ dfS 2

2
1  



極表示の体積公式 

V＝ ( )∫∫
∆

drdrfr θθ,  

 
 
 
 
 
 
半球面は 1222 =++ zyx ， 0>z と表される。 
xy平面上の極座標の点 ( ) ( )θθ sin,cos, rryx =  
 

222 11 ryxz −=−−=  
曲座標の点 ( )θ,r に対応する曲面上の高さ ( )θ,rf   
極座標の領域∆： bra << ， βθα <<   
と真上の曲面によって囲まれた部分の体積 V 
を求めよう。 
 

Step１；下図の微少体積 Vδ を求めよう。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

この微少立体を１回転した立体の体積はバウムクーヘンの面積定理
を利用してθを固定して ( )∫

b

a
drrfr θπ ,2 …① 

微少立体の回転角は、１回転 π2 ではなく θd でしか回転しないので、 

( ) θθδ ddrrfrV
b

a





= ∫ ,  と表す。 

 
 
 
 
 
( ) ( )∫=

b

a
drrfrv θθ , とおくと 

( ) θθ
β

α
dvV ∫=  

 ＝ ( )∫∫
∆

drdrfr θθ,  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Exercise12 半球面の体積 
原点中心、半径１の xy平面にのる半球面において、極座標の領域 bra << ， βθα <<  と真上の曲面によ
って囲まれた部分の体積 Vを求めよ。 

回転すると 

これは２重積分の概念です 

Step２；右図領域∆： bra << ， βθα <<  と真上の曲面によって
囲まれた部分の体積 Vを求めよう。 
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〔解答例〕 
 
 
 
 

四角錘の側面上の線分 PEの方程式； 1
3
=+

zx …① 

これは側面の方程式でもある。 
極座標で表示すると、 θθ sin,cos ryrx == を①へ代入して 

1
3

cos =+
zr θ より ( )θcos13 rz −=  

従って、曲面の方程式を ( ) ( )θθ cos13, rrf −= として、 

領域 10 << r ，
4

0 πθ << での体積を求める。 

( ) ( )drrfrv ∫=
1

0
,θθ  

＝ ( )∫ −
1

0
cos13 drrr θ             P 

＝

1

0

32 cos
2
3





 − θrr  

＝ θcos
2
3
−  

( )∫= 4
0

π

θθ dvV  

＝ θθ
π

d∫ 





 −4

0
cos

2
3  

＝
4

0

sin
2
3

π

θθ 



 −  

＝
2
2

8
3

−
π  

Vを８倍して四角錘と円柱の共通部分 
の体積 Tをもとめると、 
T＝８V＝３π－４ 2  
これ四角錘の体積から引くと求める体積 
が出る。 

求める体積＝ ( )24332
3
1 2 −−×× π  

 ＝ π3244 −+ …（答） 
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( )∫
b

a
drrfr θπ ,2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )∫=
b

a
drrfrv θθ ,  

( ) θθ
β

α
dvV ∫=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Exercise13 1998年 東京大学前期・理科 
 xyz空間に５点 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3,0,0,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1 PDCBA −−−− をとる。四角錐 PABCDの 122 >+ yx
をみたす部分の体積を求めよ。 

Point；対称性に注目して四角錘の８等分の１つと円柱との共通部分の体積
を求める。 
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〔解答例〕 
（１） 
題意の立体の等高線を作成すると右図の様に 
円と円の重なった図になる。 
xy平面に平行な平面 tz = による切り口は、右 
中央図の円と円の重なった部分となり、 

( ){ }
( )




=+−
−=+

11
12
22

222

yx
tyx  

θcos1−=t より 

( )



=+−
=+

11
cos4
22

222

yx
yx θ

 

交点のｘ座標をαとするとα＝ θ2cos2  
交点のｙ座標βとするとβ＝ θθ sincos2  

θ
α
β tan=                             θ 

扇形の中心角＝２π－４θ 
扇形の面積＝π－２θ        θ  π－２θ 

三角形の面積＝ ( )θπ 42sin
2
1

−       

       ＝－ θθ 2cos2sin  
グレー部分＝π－２θ＋ θθ 2cos2sin …① 
 

半径 θcos2 ，中心角２θの扇形に 
ついて 

  θ 
扇形の面積＝４θ θ2cos  
三角形の面積＝４ θθ 3cossin  

  
グレー部分＝ θθθθ 32 cossin4cos4 − …② 
①＋②により断面積 ( )tS を求めることができる。 

( )tS ＝ θπθθ 2sin2cos2 −+  
（２） 

( )∫
1

0
dttS ＝ ( )∫ 2

0

π

θ
θ

d
d
dttS  θcos1−=t とおく 

＝ ( )∫ −+2
0

sin2sinsinsin2cos2
π

θθθθπθθθ d …③ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Exercise14 2003年 東京大学前期・理科 
 xyz空間において、平面 0=z 上の原点を中心とする半径２の円を底面とし、点 ( )1,0,0 を頂点とする円錐
を Aとする。 
 次に、平面 0=z 上の点 ( )0,0,1 を中心とする半径１の円を H、平面 1=z 上の点 ( )1,0,1 を中心とする半径
１の円を Kとする。Hと Kを２つの底面とする円柱を Bとする。 
 円錐 Aと円柱 Bの共通部分を Cとする。 

10 << t を満たす実数 tに対し、平面 tz = による Cの切り口の面積を ( )tS とおく。 

（１）
2

0 π
<< t とする。 θcos1−=t のとき、 ( )tS をθ で表せ。 

（２）Cの体積 ( )∫
1

0

dttS を求めよ。 

Point；導入に従って解法する

等高線を作成する 
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断面積の変化 
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第１項＝ ∫ 2
0

sin2cos2
π

θθθθ d  積を和に変換する公式より 

＝ ( ) θθθθ
π

d∫ −2
0

sin3sin  部分積分法を利用して 

＝ ∫ 





 +−−














 +− 2

0

2

0

cos3cos
3
1cos3cos

3
1 π

π

θθθθθθ d ＝
9

10
−  

第２項＝π ∫ 2
0

sin
π

θθ d ＝π 

第３項＝ ( )∫ −2
0

sin2sin
π

θθθ d ＝
2

0

3sin
3
2

π

θ 



− ＝

3
2

−  

③＝第１項＋第２項＋第３項＝
9

16
−π …（答） 

〔解答例その２〕 
 
 
 
曲面上の点 ( )yx, はｚ軸上の点を中心として、半径 ( )t−12 の円を描く。 

( )
( )









=
−=
−=

tz
ty
tx

θ
θ

sin12
cos12
   より、パラメーター θ,t を消去すると、 

( )222 14 tyx −=+ ， zt =   曲面の方程式；
2

1
22 yx

z
+

−=  

 
 
 

求める立体の体積＝

( )
dxdy

yx

yx
∫∫

<+−












 +
−

11

22

22 2
1 …④ 

 
 
 
 
 
 
中心（１,０,０）半径１の円を極座標表示すると、右図より θcos2=r  
④へ θθ sin,cos ryrx == を代入して変数変換すると 

④＝２ drrrd ∫∫ 





 −

θ
π

θ
cos2

0
2

0 2
1 ＝２ ∫ 








−2

0

cos2

0

32

62

π θ

θdrr  

＝２ ∫ 





 −2

0

32 cos
3
2cos2

π

θθθ d  ２倍角３倍角の定理より 

＝２ ∫ 





 −−+2

0
cos3cos

3
112cos

π

θθθθ d  

＝２
2

0

sin3sin
9
12sin

2
1

π

θθθθ 



 −−+  

＝２ 





 −−+

2
sin

2
3sin

9
1

2
sin

2
1 ππππ ＝２ 






 −

9
8

2
π
＝

9
16

−π …（答） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )yx,  
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Step１；側曲面の方程式を求める。 

Step２；２重積分を利用する。 

直交座標から極座標への変換公式 
( ) ( ) θθθ drdrrrfdxdyyxf

DD ∫∫∫∫ ′
= sin,cos,  

ヤコビ行列

に注意 
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〔解答例〕 
直交する２本の円柱 Fig１と Fig２を合成すると、Fig３になる。 
 この共通部分の体積を求める問題である。 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig1          Fig2          Fig3 

 更に、ｘ軸、ｙ軸、ｚ軸と座標を導入して作図する。 
この共通部分の立体は、どうなるのだろうか？ 
この共通部分を xy‐平面に平行な平面でスライスする。 
ｚ成分を tとすると、１辺が 212 t−  
の正方形が断面となる立体である。 
断面積 S＝ ( )214 t−  

V ＝ ∫−
1

1
dtS ＝２ ∫

1

0
dtS  

 ＝

1

0

3

3
4 
















−

tt  

＝
3

16  

 
 
 
 
 
〔解答例２〕 
 
 
 
 
xy 平面上において 0>x , xy = と xy −= で囲まれた部分の領域におけ

る曲面の方程式 122 =+ zx より
21 xz −=  

立体の対称性に注意して重積分 ∫ ∫− −
1

0

21 dxdyx
x

x
を計算する。 

∫ ∫− −
1

0

21 dxdyx
x

x
＝ ∫∫ −

x
dyxdx

0

21

0
12 …① 

dyx
x

∫ −
0

21 ＝ [ ]x
xy 0

21− ＝
21 xx −  

①へ代入して 

∫ −
1

0

212 dxxx  として置換積分 

＝ dtt∫
1

0
＝

3
2
求める立体の体積は、 

この立体が８個集まったものだから
3

16  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     曲面

21 xz −=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Exercise15 立体を座標で分析 
 直交する半径１の２本の円柱の共通部分の体積を求めよ。 

Point重積分を利用する方法 
         ( )∫∫

∆

dxdyyxf ,  
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[解答例１] 
前問同様にｚ成分を tとすると、 
１辺が

212 t− の正方形が断面となる立体である。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
〔ⅰ〕正方形の断面が単位円の内部に存在する時 

2
11 2 <− t のとき 

つまり 1
2

1
<< t のとき 

このとき１辺が
212 t− の正方形である。 

断面積 ( ) ( )214 ttS −=  

体積 ( )∫ −=
1

2
1

2
1 14 dttV ＝ 2

3
5

3
8
−  

〔ⅱ〕正方形の断面が単位円の外部に存在する時 

11
2

1 2 <−< t のとき  

つまり
2

10 << t のとき 

t=θsin , 21cos t−=θ , 
扇形の面積＝θ 
三日月形の面積＝扇形の面積－三角形の面積 

＝θ－ θ2sin
2
1
＝θ－ θθ cossin  

断面積 S 
＝円の面積－４×三日月形の面積 
 ＝π－４θ＋４ θθ cossin  

θsin=t とおいて置換積分すると 

2V ＝ ∫ 2
1

0
Sdt＝ ∫ 4

0

π

θ
θ

d
d
dtS  

＝ ∫ 4
0

cos
π

θθ dS  

＝ ( ){ }∫ −+4
0

2 cos4sincos4
π

θθθπθθ d ＝ 2
3
7

3
16

−  

求める体積＝ 2816 − …（答） 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Exercise16 交わる３本の円柱の共通部 
 半径１の円柱が３本ある。どの２つをとっても中心軸が互いに直交するとき、３本の円柱の共通分の体

積Ⅴを求めよ。 
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〔解答例２〕重積分を利用する方法 
くりぬいた立体を xy‐平面で切断した上の部分は、右図のような立体
になる。 
２重積分法を利用して２つの部分に分割して 

1V ＝ ∫∫ −
x

dyxdx
0

22
1

0
1  

∫ −
x

dyx
0

21 ＝ [ ]x
yx 0

21−  

＝
21 xx −  

1V ＝ dxxx∫ −2
1

0

21   
21 xt −= と置換積分すると 

               ＝

1

2
1

2
3

3
1









t ＝

12
2

3
1
− …① 

 2V ＝ ∫∫
−

−
21

0

21

2
1 1

x
dyxdx  

                ∫
−

−
21

0

21
x

dyx ＝ [ ] 21

0
21

x
yx

−
−  

＝
21 x−  

2V ＝ ( )∫ −
1

2
1

21 dxx  

＝

1

2
1

3

3 







−

xx ＝
12

2
2
2

3
2

+− …② 

①＋②を実施する  

21 VV + ＝１－
2
2  

8倍して下半分の体積を求めるため
に更に２倍すると 

求める立体の体積は 







−××

2
2128  

＝16－ 28 …（答） 

〔解答例３〕極座標を利用する方法 
２直線 xy −= , xy = とで囲まれる領域における曲面の方程式は 

21 xz −= を極座標表示すると 

θcosrx = を代入して θ22 cos1 rz −=  

4
0 πθ << , 10 << r の範囲で積分する。 

drrrd ∫∫ −
1

0

224
0

cos1 θθ
π

 

を計算すると良い。 
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