
北数教 第 89 回数学教育実践研究会 平成 26 年 6 月 25 日（土）

北海道大学

- 1 -

ベクトル外積を活用する

外積を視覚化するとどうなるか？

松本睦郎（札幌北高等学校）

Episode１ 外積の定義
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Episode２ 外積の図形的性質

（ⅰ） Ԧܽൈ ሬܾ⃗ は Ԧܽと ሬܾ⃗ の両方に垂直である。

（ⅱ） Ԧܽൈ ሬܾ⃗ は Ԧܽからሬܾ⃗ のに向かって右ねじ方向に向いている。

（ⅲ）หܽԦൈ ሬܾ⃗หは Ԧܽと ሬܾ⃗ で作る平行四辺形の面積に等しい。

Ԧܽൌ ( ǡܾܽ ǡܿ )ǡܾሬ⃗= 、に対して(ݎǡݍǡ) Ԧܽൈ ሬܾ⃗= ( െݎܾ ǡܿݍܿ െ ǡܽݎܽ െݍ (ܾ

（ⅰ）の証明

Ԧܽൌ ( ǡܾܽ ǡܿ )ǡܾሬ⃗= �ǡܿԦൌ(ݎǡݍǡ) �ܽԦൈ ሬܾ⃗= ( െݎܾ ǡܿݍܿ െ ǡܽݎܽ െݍ (ܾ

ԦܽήԦܿൌ (ܽ െݎܾ (ݍܿ  (ܾ െܿ (ݎܽ  (ܿ െݍܽ (ܾ = 0

ሬܾ⃗ήԦܿൌ ) െݎܾ (ݍܿ  )ݍ െܿ (ݎܽ  )ݎ െݍܽ (ܾ = 0

（ⅱ）

Ԧܽൈ ሬܾ⃗

ሬܾ⃗ൈ Ԧܽ

（ⅲ）

Ԧܽと ሬܾ⃗ で作る平行四辺形の面積を S とおく。
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Episode３ 平行六面体の体積

体積 V とすると、� ൌ หܽԦൈ ሬܾ⃗ห�| Ԧܿ| ݏ߮ܿ ൌ ห൫ܽԦൈ ሬܾ⃗൯ήԦܿห
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Episode４ 正四面体の体積

1 辺の長さが１の正面体の体積 V を、外積を用いて求める。
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2014 年 東京大学・理

１辺の長さ１の正方形を底面とする四角柱 OABC-DEFG を考える。3 点 P,Q,R をそれぞれ辺 AE,辺 BF,

辺 CG 上に４点 O,P,Q,R が同一平面上にあるようにとる。四角形 OPQR の面積を S とおく。∠AOP を

α,∠COR をβとおく。

（１） S をܽݐ ߙ݊ とܽݐ ߚ݊ を用いて表せ。

（２） ߙ ߚ ൌ
గ

ସ
, S =




であるとき、ܽݐ ߙ݊  ݐܽ ߚ݊ の値を求めよ。さらに、ߙ  ߚ のときܽݐ ߙ݊ の値

を求めよ。

【解答例】

S;四角形 OPQR の面積,∠AOP＝α,∠COR＝β

=ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ (1,0,0)ǡܱ ሬሬሬሬሬ⃗ܤ = (1,1,0)ǡܱ ሬሬሬሬሬ⃗ܥ = (0,1,0)

△OAP において、ܲܣ ൌ ݐܽ OCR△，ߙ݊ において、ܴܥ ൌ ݐܽ 、となるのでߚ݊

ܱܲሬሬሬሬሬ⃗= (ͳǡͲǡܽݐ ǡܱ(ߙ݊ ܴሬሬሬሬሬ⃗ = (Ͳǡͳǡܽݐ (ߚ݊

（１）【外積を活用する方法】

S = หܱ ܲሬሬሬሬሬ⃗ൈ ܱܴሬሬሬሬሬ⃗ห= |(െܽݐ ݐǡെܽߙ݊ |(ǡͳߚ݊ = ඥͳ ݐܽ ݊ଶߙ ݐܽ ݊ଶߚ
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【外積を活用しない方法】

S = ටหܱ ܲሬሬሬሬሬ⃗ห
ଶ
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2014 年 札幌医科大学・医

ܽ を0 < ܽ< 1 とする。座標空間の４点O(0,0,0),ܤ,(1,0,0)ܣቀ0,
ଵ


, 0ቁ,ܥቀ0,0,

ଵ

ଵି
ቁ とする。

また、４点 O,A,B,C を頂点とする四面体に内接する球を S とする。

（１） ３点 A,B,C を通る平面に直交し、長さが１のベクトルをܽ を用いて表せ。

（２） ３点 A,B,C を通る平面と球 S の接点の座標をܽ を用いて表せ。

（３） 球 S の半径をܽ を用いて表せ。

（４） 球 S の体積の最大値を求めよ。

【解答例】（１）

=ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ −ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ =ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ ൬−1,
1

ܽ
, 0൰�,ܥܣሬሬሬሬሬ⃗= −ሬሬሬሬሬ⃗ܥܱ =ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ ൬−1,0,

1

1 − ܽ
൰

=ሬ⃗ݑ ×ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ =ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ ൬
1

(ܽ1 − )ܽ
,

1

1 − ܽ
,
1

ܽ
൰�, ሬ⃗|ଶݑ| =

2�ܽଶ− 2ܽ+ 2
ଶܽ (1 − )ܽଶ

, |ሬ⃗ݑ| = ±
√2 ଶܽ− 2ܽ+ 2

(ܽ1 − )ܽ

±
ሬ⃗ݑ

|ሬ⃗ݑ|
= ±൬

1
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,

ܽ

√2 ଶܽ− 2ܽ+ 2
,

1 − ܽ

√2 ଶܽ− 2ܽ+ 2
൰

（２）（３）は同時に解く。

３点 A,B,C を通る平面α；ݔ+ +ݕܽ (1 − =ݖܽ( 1･･･①

球 S；(ݔ− ଶ(ݎ + −ݕ) ଶ(ݎ + −ݖ) ଶ(ݎ = ②･････ଶݎ

球 S の中心I(ݎ,ݎ,ݎ)は、平面αの負領域（下側）に位置するので、ݎ+ +ݎܽ (1 − >ݎܽ( 1･･･③

S の中心I(ݎ,ݎ,ݎ)と平面αの距離はݎなので、点と平面の距離公式より

r =
+ݎ| +ݎܽ (1 − −ݎܽ( 1|

ඥ1 + ଶܽ + (1 − )ܽଶ
=

−ݎ2| 1|

√2 ଶܽ− 2ܽ+ 2

③より絶対値内の符号は負なので、2√ݎ ଶܽ− 2ܽ+ 2 = 1 − ݎ2

=ݎ
1

√2 ଶܽ− 2ܽ+ 2 + 2

接点ܲ(ݖ,ݕ,ݔ)とおくと

=ሬሬሬሬ⃗ܫܲ �ݎ
ሬ⃗ݑ

|ሬ⃗ݑ|
,ܱܲሬሬሬሬሬ⃗= +ሬሬሬሬ⃗ܫܱ �ݎ

ሬ⃗ݑ

|ሬ⃗ݑ|

(ݖ,ݕ,ݔ) = (ݎ,ݎ,ݎ) + ൬ݎ
1

√2 ଶܽ− 2ܽ+ 2
,

ܽ

√2 ଶܽ− 2ܽ+ 2
,

1 − ܽ

√2 ଶܽ− 2ܽ+ 2
൰

x =
1

√2 ଶܽ− 2ܽ+ 2 + 2
൬1 +

1

√2 ଶܽ− 2ܽ+ 2
൰

=ݕ
1

√2 ଶܽ− 2ܽ+ 2 + 2
൬1 +

ܽ

√2 ଶܽ− 2ܽ+ 2
൰

=ݖ
1

√2 ଶܽ− 2ܽ+ 2 + 2
൬1 +

1 − ܽ

√2 ଶܽ− 2ܽ+ 2
൰
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（４）

「S の体積の最大値」⇔「S の半径が最大」

ൌݎ
1

√ʹܽ ଶ െ ʹܽ  ʹ+ 2
(Ͳ൏ ൏ݎ ͳ)

(݂ )ܽ ൌ ʹܽ ଶ െ ʹܽ  �ʹ�(Ͳ൏ ܽ൏ ͳ) が最小となるとき、ݎ は最大となる。

(݂ )ܽ ൌ ʹ൬ܽ െ
1

2
൰
ଶ

+
3

2

図より

ܽൌ
ଵ

ଶ
のとき最小となる。ݎൌ

ସି√

ହ

S の体積の最大値は、
ସగ

ଷ
ቀ
ସି√

ହ
ቁ
ଷ
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Episode５ 外積は回転移動に有効である。

３次元空間内の原点を通り、方向ベクトルがݑሬ⃗= 直線を(ݎ,ݍ,) と݈する。

;݈
ݔ


=
ݕ

ݍ
=
ݖ

ݎ

この空間内の点ܲ(ݖ,ݕ,ݔ)を、直線 を݈軸として、θ回転した点 A を求める。

Step1；点ܲ(ݖ,ݕ,ݔ)から直線 へ݈垂線を下ろした点 Q を求める。

ܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗ は ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ の正射影ベクトルである。ܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗ と ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ のなす角をαとする。

ܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗= หܱ ܲሬሬሬሬሬ⃗ห�ܿߙݏ�
ሬ⃗ݑ

|ሬ⃗ݑ|
=

ሬ⃗|�หܱݑ| ܲሬሬሬሬሬ⃗หܿߙݏ

ሬ⃗|ଶݑ|
=ሬ⃗ݑ� ቆ

ሬ⃗ݑ ∙ ܱܲሬሬሬሬሬ⃗

ሬ⃗|ଶݑ|
ቇݑ�ሬ⃗

Step2；点ܲ(ݖ,ݕ,ݔ)を、直線 を݈軸として、90°回転した点 R の座標を求める。

ܳܲሬሬሬሬሬ⃗= ܱܲሬሬሬሬሬ⃗− ܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗

ここで外積を使う。

ܴܳሬሬሬሬሬ⃗= ܳܲሬሬሬሬሬ⃗ ×
ሬ⃗ݑ

|ሬ⃗ݑ|

ܱܴሬሬሬሬሬ⃗= ܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗+ ܳܲሬሬሬሬሬ⃗ ×
ሬ⃗ݑ

|ሬ⃗ݑ|

Step3；点ܲ(ݖ,ݕ,ݔ)を、直線 を݈軸として、θ回転した点 A を求める。

点 A から線分 QP,QR へ垂線を下ろした点を C,B とする。

図より、หܳ ܲሬሬሬሬሬ⃗ห= หܳ ܴሬሬሬሬሬ⃗ห= หܳ ሬሬሬሬሬ⃗หܣ

หܳ =ሬሬሬሬሬ⃗หܥ หܳ =ߠݏሬሬሬሬሬ⃗หܿܣ หܳ ܲሬሬሬሬሬ⃗หܿߠݏ�, หܳ =ሬሬሬሬሬ⃗หܤ หܳ =ߠ݊ݏሬሬሬሬሬ⃗ห݅ܣ หܳ ܲሬሬሬሬሬ⃗ห݅ߠ݊ݏ

ሬሬሬሬሬ⃗ܥܳ = ܳ�ߠݏܿ ܲሬሬሬሬሬ⃗ =ሬሬሬሬሬ⃗ܤܳ, ܳ�ߠ݊ݏ݅ ܴሬሬሬሬሬ⃗

=ሬሬሬሬሬ⃗ܣܳ +ሬሬሬሬሬ⃗ܥܳ =ሬሬሬሬሬ⃗ܤܳ ܳ�ߠݏܿ ܲሬሬሬሬሬ⃗+ ܳ�ߠ݊ݏ݅ ܴሬሬሬሬሬ⃗

=ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ ܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗+ ܳ�ߠݏܿ ܲሬሬሬሬሬ⃗+ ܳ�ߠ݊ݏ݅ ܴሬሬሬሬሬ⃗

A

Q

P
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2010 年 静岡大学・理

xyz座標空間に、図のように一辺の長さ１の立方体 OABC-DEFG がある。この立方体をݕݔ平面上の直線

ൌݕ െݔ のまわりに、頂点 F が z 軸の正の部分にくるまで回転させる。

（１） 回転後の頂点 B の座標を求めよ。

（２） 回転後の頂点 A,G で定まるベクトルܩܣሬሬሬሬሬ⃗ の成分を求めよ。

【解答例】

G

D

F

E

C

O

B

A

（１） 平面上の直線ݕݔ Ǣ݈ݕ ൌ െݔǡݖൌ Ͳ,直線݉Ǣݕൌ ൌݖǡݔ Ͳとする。

直方形 OBFD を、 を݈軸とし回転するときは、平面ݕൌ 上で回転する。頂点ݔ F が z 軸の正の部分にくる

まで回転させた点を F’とする。ܨܱܨסᇱൌ 。とするߠ

ܨܱ ൌ ඥܱܤଶ ଶܤܨ = √3

ߠݏܿ ൌ
ܦܱ

ܨܱ
=

1

√3
ǡ݅ߠ݊ݏ ൌ

√2

√3

=ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ (1,1,0)ǡܱ ᇱሬሬሬሬሬሬሬ⃗ൌܨ ൫ͲǡͲǡ√3൯

F′

K B′

D F

O H B
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【外積を使わない方法】

B’から OB,OF’に下ろした垂線の足を H,K とすると、

ܪܱ

′ܤܱ
= ,ߠݏܿ

ܭܱ

′ܤܱ
= =ᇱܤܱ,�ߠ݊ݏ݅ ܤܱ = √2

ܪܱ =
√2

√3
ܭܱ, =

2

√3

=ሬሬሬሬሬሬሬ⃗′ܤܱ +ሬሬሬሬሬሬ⃗ܪܱ =ሬሬሬሬሬሬ⃗ܭܱ �ܪܱ
ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ

ܤܱ
+ �ܭܱ

ሬሬሬሬሬ⃗ܨܱ

′ܨܱ
=

1

√3
(1,1,0) +

2

3
൫0,0,√3൯= ൬

1

√3
,

1

√3
,

2

√3
൰

ሬሬሬሬሬ⃗ܩܣ（２） = +ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ =ሬሬሬሬሬ⃗ܩܥ +ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ ሬሬሬሬሬ⃗ܨܤ

ሬሬሬሬሬ⃗と直線ܥܣ と݈は平行なので、回転してもベクトルとして変化しないので、ܥ′ܣ′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗= ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ = (−1,1,0)

回転すると、ܩ′ܣ′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗= +ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗′ܥ′ܣ ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗′ܨ′ܤ

=ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗′ܨ′ܤ −ሬሬሬሬሬሬሬ⃗′ܨܱ =ᇱሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ ൬−
1

√3
, −

1

√3
,

1

√3
൰

=ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗′ܩ′ܣ (−1,1,0) + ൬−
1

√3
, −

1

√3
,

1

√3
൰= ൬−1−

1

√3
, 1 −

1

√3
,

1

√3
൰

【外積を使う方法】

空間内の任意の点ܲ(ݖ,ݕ,ݔ)を、直線 =ݕ݈; =ݖ,ݔ− 0を軸として、θ回転した点 A の座標を求める。

=ሬ⃗ݑ (−1,1,0)とおくと Episode5 より、ܱܲሬሬሬሬሬ⃗の直線 =ݕ݈; =ݖ,ݔ− 0への正射影ベクトルܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗は、

ܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗= ቆ
ሬ⃗ݑ ∙ ܱܲሬሬሬሬሬ⃗

ሬ⃗|ଶݑ|
ቇݑ�ሬ⃗=

+ݔ− ݕ

2
(−1,1,0)

ܳܲሬሬሬሬሬ⃗= ܱܲሬሬሬሬሬ⃗− ܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗= ൬
+ݔ ݕ

2
,
+ݔ ݕ

2
൰ݖ,

ܳܲሬሬሬሬሬ⃗× =ሬ⃗ݑ ,ݖ−) +ݔ,ݖ− ,(ݕ |ሬ⃗ݑ| = √2

ܳܲሬሬሬሬሬ⃗を直線 を݈回転軸として 90°したܴܳሬሬሬሬሬ⃗は、

ܴܳሬሬሬሬሬ⃗= ܳܲሬሬሬሬሬ⃗ ×
ሬ⃗ݑ

|ሬ⃗ݑ|
=

1

√2
,ݖ−) +ݔ,ݖ− (ݕ

=ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ ܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗+ ܳ�ߠݏܿ ܲሬሬሬሬሬ⃗+ ܳ�ߠ݊ݏ݅ ܴሬሬሬሬሬ⃗

=ߠݏܿ
ܦܱ

ܨܱ
=

1

√3
, =ߠ݊ݏ݅

√2

√3

=ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ ൬
−ݔ ݕ

2
,
+ݔ− ݕ

2
, 0൰+

1

√3
൬
+ݔ ݕ

2
,
+ݔ ݕ

2
+൰ݖ,

√2

√3

1

√2
,ݖ−) +ݔ,ݖ− (ݕ

= ቆ
൫√3 + 1൯ݔ+ ൫−√3 + 1൯ݕ− ݖ2

2√3
,
൫−√3 + 1൯ݔ+ ൫√3 + 1൯ݕ− ݖ2

2√3
,
+ݔ +ݕ ݖ

√3
ቇ�

外積は、3 次元空間での回転、面積、体積、平面の法線ベクトル分野に活用できる。

松本睦郎（札幌北高等学校）


