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はじめに 

 

中学校や高等学校の数学科教員の中には，数学に対する専門性をさらに高めたいという気持ちをもっ

ている人が少なくないと思われる。教科書に書かれている内容について表面的には理解できても，その

背景にあるものが見えてこない。授業で紹介する，教材に付随する内容や発展的内容が単発的で，系統性

がない。これらのような状況を打開する手段を模索しているということもあるのかもしれない。 

高等学校数学科においては，微分法・積分法を頂点としたカリキュラムが構成されている。そのため，

微分法・積分法における教材研究や，より高次な内容についての研究は少なくない。一方で，大学初年度

で学ぶ数学の科目としては，解析学の初歩的な科目に加えて，線形代数に関する科目も標準的に設定さ

れている。 

この本は，高等学校数学科の「平面上のベクトル」程度の知識がある方が，さらに一歩先を学ぶことを

目指して書かれたものである。したがって平面上のベクトル全体のなすベクトル空間に限っているが，

従前の学習指導要領における数学 C「行列」の続きとして，大学初年度で学習する程度の線形代数の内容

にまで踏み込んだ。2次元に限っているので通常の線形代数の本のような面白い話題に触れることができ

なくなってしまったが，逆にイメージがわきやすく，証明が単純になるなどの利点があった。 

また，内容に関連した高等学校における教材を模索した。 

読者としては，中学校または高等学校数学科教員，数学科教員を目指す教育系の大学生，数学好きな一

般の方などを想定している。 

 

以下，本書の構成について述べる。 

 

第 0章では，高等学校で学習する「平面上のベクトル」ならびに従前学習していた「行列」の内容と，

それを補充する内容について述べる。またこの章は，1章以降で述べる事項の基盤となる。 

第 1章では，1次変換についての基礎事項について述べる。これは従前は高等学校数学科でも学習して

いた内容である。 

第 2章では，基底の変換について述べる。基底の変換を行うことによって，1次変換を表す行列も変わ

るが，それがどのように変わるのかを述べる。 

第 3 章では，行列の標準化について述べる。基底をうまく変換することによって 1 次変換を表す行列

が都合のよい形になることを示し，その応用として行列のべき乗の求め方について述べる。 

第 4 章では，行列のスペクトル分解について述べる。第 3 章とは異なった考え方によって，やはり行

列のべき乗を求めることに応用できることを述べる。 

第 5 章では，対称行列の対角化について述べる。その応用として，たとえば 2 次曲線の方程式を適当

に変換することによって標準形に変形できることを示し，それにより 2 次曲線の概形を描くことについ

て述べる。 

第 6 章では，高等学校で行列を学習することの意義として，既習の内容について意味理解を深めるこ

との一助になることを述べる。そして実際に高等学校で行列を指導する際に参考になる教材について述

べる。 
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第 0章 予備知識 

 

本章では，高等学校数学科で従前学習していた行列の復習的な内容を述べる。この章は第 1 章以降に

述べる内容の基盤になる。 

0.1 節では，高等学校数学 B の「平面上のベクトル」を簡単に復習し，ベクトルの平行ということから

１次独立，１次従属という概念を導入し，その活用について述べる。 

0.2 節では，高等学校では従前数学 C で学習していた「行列」について，そのエッセンスを解説する。

また，その応用例として連立 1 次方程式について述べる。 

 

0.1 平面上のベクトル 

 

高等学校数学 B の「平面上のベクトル」程度の知識は既知とする。 

 

まずは平面上のベクトルについて確認しよう。本書では，平面上のベクトルは縦ベクトルで表す。ま

た，平面上のベクトルを単にベクトルという。 

念のために平面上のベクトルについて簡単に復習しておこう。 

 

復習 0.1 （平面上のベクトル） 

［1］（基本ベクトル）e1x
1
0Ã Ä，e2x

0
1Ã Ä  （零ベクトル）0x

0
0Ã Ä  

［2］ベクトルpx
a
bÃ Ä，qx

c
dÃ Ä と実数 k に対して， 

（ベクトルの相等）p ＝q   ⇔ a＝c，b＝d 

（ベクトルの和・差）pEqx
aEc
bEdÃ Ä  （ベクトルの実数倍）kpx

ka
kbÃ Ä  

［3］基点 Oが定められているとする。点 P に対して，ベクトルpxOP を点 P の位置ベクトルという。 

点 P，Q の位置ベクトルをそれぞれp ，q とする。 

(1) PQxqPp  

(2) 線分 PQを m：n に分ける点の位置ベクトルは
n

mOn
pO

m
mOn

q  

(3) 位置ベクトルがpOa である点は，点 P をa だけ平行移動した点 

 

以下では，ベクトルにおける 1 次独立性，1 次従属性について述べる。 

 

命題 0.2 px
a
bÃ Ä，qx

c
dÃ Ä を0 でない 2 つのベクトルとする。このとき， 

 pxkq となる実数 k がある ⇔ ad－bc ＝0 
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が成り立つ。 

［2 つのベクトルp ，q が上記のいずれか（したがって両方）をみたすとき，p とq は平行という。］ 

［証明］（⇒）pxkq となる実数 k があるとする。このとき
a
bÃ Äx

kc
kdÃ Ä すなわち， 

a＝kc，b＝kd 

である。したがって，ad－bc ＝(kc)d－(kd)c＝0 である。 

（⇐）ad－bc ＝0 とする。q は0 でないから c~ 0 または d~ 0 である。 

(i) c~ 0 のとき，k＝
a
c
とおく。このとき a＝kc である。 

ad－bc ＝0 より kcd－bc＝0 であり，c~ 0 であるから b＝kd である。したがって， 

px
a
bÃ Äx

kc
kdÃ Äxkq  

となる。 

(ii) d~ 0 のとき，k＝
b
d
とおく。このとき b＝kd である。 

ad－bc ＝0 より ad－kd c＝0 であり，d~ 0 であるから a＝kc である。したがって， 

px
a
bÃ Äx

kc
kdÃ Äxkq  

となる。■ 

 

命題 0.3 p ，q を0 でない 2 つのベクトルとし，x，y を実数とする。 

（Ⅰ）次の(1)～(3)の条件は同値である。 

(1) p とq が平行である。 

(2) 任意のベクトルu に対して，uxxpOyq とおくとき，次の(i)，(ii)のいずれかが起こる。 

(i) この式をみたす実数の組(x，y)はない。 

(ii) この式をみたす実数の組(x，y)は無数にある。 

(3) xpOyqx0 をみたす x，y は x＝0，y＝0 以外にもある。 

［2 つのベクトルp ，q が(1)～(3)のいずれか（したがってすべて）をみたすとき，p ，q は 1 次従属と

いう。］ 

（Ⅱ）次の(4)～(6)の条件は同値である。 

(4) p とq は平行ではない。 

(5) 任意のベクトルu に対して，uxxpOyq をみたす実数の組(x，y)がただ一つある。 

(6) xpOyqx0 をみたす x，y は x＝0，y＝0 のみである。 

［2 つのベクトルp ，q が(4)～(6)のいずれか（したがってすべて）をみたすとき，p ，q は 1 次独立と

いう。］ 

【注意 0.3.1】（Ⅰ）の(1)と（Ⅱ）の(4)よりわかるように，2 つのベクトルが与えられたとき，その 2 つ

のベクトルは 1 次従属または 1 次独立のいずれかになる。// 

［（Ⅰ）の証明］（(1)⇒(2)）p とq が平行であるとする。このときpxkq となる実数 k があるので 
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uxxpOyq  は uxxkqOyq すなわち， 

ux(xkOy)q   … ① 

となる。 

u とq が平行でないとき，uxlq（l は実数）の形に表わすことができないので①をみたす実数の組(x，

y)はない。これは(i)の場合である。 

u とq が平行のとき，uxlq   … ②（l は実数）の形に表わしたとき，①－②より， 

0x(xkOyPl)q  

となるが，q は0 でないから， 

xkOyPlx0  

である。これをみたす実数の組(x，y)はたとえば(x，y)＝(0，l)や(1，l－k)のように無数にある。［詳しく言

うと(x，y)＝(t，l－tk)（t は実数）の形のものはすべてみたす。］これは(ii)の場合である。 

（(2)⇒(3)）(2)が成り立つとする。 

u として0 をとればxpOyqx0 となるが，明らかに x＝0，y＝0 はこの式をみたす。よって(i)が起こら

ず(ii)が起こる。したがって，xpOyqx0 をみたす x，y は x＝0，y＝0 以外にもある。 

（(3)⇒(1)）(3)が成り立つとする。 

xpOyqx0 をみたす x＝0，y＝0 以外の解の一つを x＝a，y＝b とする。このとき， 

apObqx0   … ③ 

であり，a，b の両方とも 0 になることはない。つまり a，b の少なくとも一方は 0 ではない。 

ここでもし a ＝0 であると仮定する。このときbqx0 となるが，b~ 0，q~0 であるから矛盾する。し

たがって，a~ 0 である。 

③の両辺を a で割り移項すると， pxP
b
a

q となるのでp とq は平行である。 

［（Ⅱ）の証明］（(4)⇒(5)）p とq が平行でないとする。 

px
a
bÃ Ä，qx

c
dÃ Ä とし，ux

m
nÃ Ä とする。このとき，uxxpOyq は 

m
nÃ Äxx

a
bÃ ÄOy

c
dÃ Ä  すなわち， 

axOcyxm
bxOdyxnÇ

 

となる。 

④×d－⑤×c より(ad－bc)x＝md－nc，⑤×a－④×b より(ad－bc)y＝na－mb である。 

さらにp とq は平行でないので命題 0.2 より ad－bc~ 0 である。このことに気をつけて連立方程式を

解くと，実数の組(x，y)は， 

(x，y)＝
mdPnc
adPbc

,
naPmb
adPbcÃ Ä  

とただ一つだけ定まる。 

（(5)⇒(6)）(5)が成り立つとする。 

u として0 をとればxpOyqx0 となるが，明らかに x＝0，y＝0 はこの式をみたす。一方仮定より

0xxpOyq をみたす実数の組(x，y)はただ一つであるからxpOyqx0 をみたす x，y は x＝0，y＝0 のみ

である。 

… ④ 

… ⑤ 
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（(6)⇒(4)）（Ⅰ）における(1)⇒(3)の対偶であるから成り立つ。■ 

 

系 0.4 ， を 2 つの 1 次独立なベクトルとする。このとき， 

 xpOyqxx´pOy´q  ⇔ xxx´，yxý  

［証明］xpOyqxx´pOy´q    ⇔ (xPx´)pO(yPy´)qx0  

であるが，命題 0.3（Ⅱ）(6)より 

⇔ xPx´x0 ，yPý x0  

⇔ xxx´，yxý   

となる。■ 

 

0.2 行列と連立 1 次方程式 

 

次に行列について確認しよう。以下では行列と言えば，つねに 2×2行列を表す。また，断りのない限

り成分はすべて実数であるものとする。 

 

定義 0.5 行列Ax
a b
c dÃ Ä，Bx

e f
g hÃ Ä と実数 k に対して， 

（行列の相等）A＝B  ⇔ a＝e，b＝f，c＝g，d＝h 

（行列の和・差）AEBx
aEe bEf
cEg dEhÃ Ä  

（行列の実数倍）kAx
ka kb
kc kdÃ Ä  

と定義する。特に，(－1)A を－A と書く。 

 

例 0.6 (1) Ax
2 1

P3 0Ã Ä，Bx
5 P1

P7 3Ã Ä，Cx
1 0
7 P1Ã Äのとき， 

(1) 2(3A－2B＋C)－3(A－B)  

＝6A－4B＋2C－3A＋3B 

＝3A－B ＋2C  

＝3
2 1

P3 0Ã ÄP
5 P1

P7 3Ã ÄO2
1 0
7 P1Ã Ä  

＝
6 3

P9 0Ã ÄP
5 P1

P7 3Ã ÄO
2 0
14 P2Ã Ä  

＝
6P5O2 3P(P1)O0

P9P(P7)O14 0P3O(P2)Ã Ä  

＝
3 4
12 P5Ã Ä  

(2) Ax
2 1

P3 0Ã Ä，Ox
0 0
0 0Ã Äのとき， 

p


q

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AOOxOOAx
2 1

P3 0Ã ÄxA ，APAx
2 1

P3 0Ã ÄP
2 1

P3 0Ã Äx
0 0
0 0Ã ÄxO  

0Ax0
2 1

P3 0Ã Äx
0 0
0 0Ã ÄxO，kOxk

0 0
0 0Ã Äx

0 0
0 0Ã ÄxO  

［O を零行列という。］以下では Oはつねに零行列を表す。 

 

定義 0.7 行列Ax
a b
c dÃ Ä，Bx

e f
g hÃ Ä とベクトルpx

x
yÃ Äに対して， 

（行列とベクトルの積）Apx
a b
c dÃ Ä x

yÃ Äx
axOby
cxOdyÃ Ä  

（行列の積）ABx
a b
c dÃ Ä e f

g hÃ Äx
aeObg afObh
ceOdg cfOdhÃ Ä  

と定義する。 

 

例 0.8 (1) Ax
2 1

P3 0Ã Ä，px
4
7Ã Äのとき， 

Apx
2 1

P3 0Ã Ä 4
7Ã Äx

2A4O1A7
P3A4O0A7Ã Äx

15
P12Ã Ä  

(2) Ax
2 1

P3 0Ã Ä，Bx
5 P1

P7 3Ã Äのとき， 

ABx
2 1

P3 0Ã Ä 5 P1
P7 3Ã Äx

2A5O1A(P7) 2A(P1)O1A3
P3A5O0A(P7) P3A(P1)O0A3Ã Äx

3 1
P15 3Ã Ä  

BAx
5 P1

P7 3Ã Ä 2 1
P3 0Ã Äx

5A2O(P1)A(P3) 5A1O(P1)A0
P7A2O3A(P3) P7A1O3A0Ã Äx

13 5
P23 P7Ã Ä  

このように，等式 AB＝BA はつねに成り立つとは限らない。 

AOx
2 1

P3 0Ã Ä 0 0
0 0Ã Äx

2A0O1A0 2A0O1A0
P3A0O0A0 P3A0O0A0Ã Äx

0 0
0 0Ã ÄxO  

OAx
0 0
0 0Ã Ä 2 1

P3 0Ã Äx
0A2O0A(P3) 0A1O0A0
0A2O0A(P3) 0A1O0A0Ã Äx

0 0
0 0Ã ÄxO  

等式 AO＝OA はつねに成り立ち，AO＝OA＝O である。 

(3) Ax
2 1

P3 0Ã Ä，Ex
1 0
0 1Ã Äのとき， 

AEx
2 1

P3 0Ã Ä 1 0
0 1Ã Äx

2A1O1A0 2A0O1A1
P3A1O0A0 P3A0O0A1Ã Äx

2 1
P3 0Ã ÄxA  

EAx
1 0
0 1Ã Ä 2 1

P3 0Ã Äx
1A2O0A(P3) 1A1O0A0
0A2O1A(P3) 0A1O1A0Ã Äx

2 1
P3 0Ã ÄxA  

等式 AE＝EA はつねに成り立ち，AE＝EA＝E である。 

［E を単位行列という。］以下では E はつねに単位行列を表す。 
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【注意 0.8.1】行列の加・減・乗法の計算では，AB＝BA はつねに成り立つとは限らないが， 

A＋B＝B＋A ，(A＋B)＋C＝A＋(B＋C)， (AB)C＝A(BC)， 

A(B＋C)＝AB＋AC，(A＋B)C＝AC＋BC 

などは成り立つ。// 

 

命題 0.9 行列 A とベクトルp ，q ，実数 k，l に対して， 

A(kpOlq)xkApOlAq  

が成り立つ。 

［このような性質を線形性という。］ 

［証明］Ax
a b
c dÃ Ä，px

x
yÃ Ä，qx

z
uÃ Äとする。このとき， 

A(kpOlq) ＝
a b
c dÃ Ä kxOlz

kyOluÃ Ä  

   ＝
a(kxOlz)Ob(kyOlu)
c(kxOlz)Od(kyOlu)Ã Ä  

   ＝
k(axOby)Ol(azObu)
k(cxOdy)Ol(czOdu)Ã Ä  

   ＝k
axOby
cxOdyÃ ÄOl

azObu
czOduÃ Ä  

   ＝kApOlAq  

となる。■ 

 

定義 0.10 行列Ax
a b
c dÃ Äに対して， 

A xadPbc  

とおき，A の行列式という。 

 

命題 0.11 A，B を行列とする。このとき， 

AB x A B  

［証明］Ax
a b
c dÃ Ä，Bx

e f
g hÃ Ä とする。このとき，ABx

aeObg afObh
ceOdg cfOdhÃ Ä であるから， 

AB x(aeObg)(cfOdh)P(afObh)(ceOdg)  

＝acef＋adeh＋bcfg＋bdgh－acef－adfg－bceh－bdgh 

＝adeh＋bcfg－adfg－bceh 

＝ad(eh－fg)＋bc(fg－eh)  

＝(ad－bc) (eh－fg) 

x A B  
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となる。■ 

 

命題 0.12 p ，q を0 でない 2 つのベクトルとし，行列 A をAx p q£ ¤（すなわち A はp ，q をそれぞれ

第 1 列，第 2 列に並べた行列）とする。このとき，次の(1)，(2)の事項が成り立つ。 

(1) p ，q は 1 次独立である ⇔ A ~0  

(2) p ，q は 1 次従属である ⇔ A x0  

［証明］(2)を証明すれば十分である。 

px
a
cÃ Ä，qx

b
dÃ Ä とする。このときAx

a b
c dÃ Äである。よって， 

p ，q は 1 次従属である ⇔ p とq が平行である  

⇔ ad－bc ＝0 （命題 0.2）⇔ A x0   

となる。■ 

 

定義 0.13 行列 A に対して，AX＝XA＝E（ただし，E は単位行列）となる行列 X があるとき，X を A

の逆行列といい，A－1と表す。 

 

定理 0.14 行列Ax
a b
c dÃ Äに対して，次の(1)，(2)の事項が成り立つ。 

(1) A ~0 のとき，A は逆行列 A－1をもち， 

AP1x
1
A

d Pb

Pc aÃ Ä  

である。 

(2) A x0 のとき，A は逆行列をもたない。 

［証明］行列Ax
a b
c dÃ Äに対して，等式 AX＝E（E は単位行列）をみたす行列Xx

x y
z uÃ Ä があると仮

定する。このとき，AXx
axObz ayObu
cxOdz cyOduÃ Ä であるから， 

axObzx1
cxOdzx0Ç  かつ 

ayObux0
cyOdux1Ç  

である。この連立方程式を解くと，関係式 

(ad－bc)x＝d，(ad－bc)y＝－b，(ad－bc)z＝－c，(ad－bc)u＝a  … ① 

が得られる。 

(1) A ~0 のとき，ad－bc~ 0 なので，①より， 

xx
d

adPbc ，yx
Pb

adPbc ，zx
Pc

adPbc ，ux
a

adPbc
 

すなわち，Xx
1
A

d Pb

Pc aÃ Ä  

が得られる。 
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逆に X をこのように定めると，この計算を逆にたどって，AX＝E となる。また， 

XAx
1
A

d Pb

Pc aÃ Ä a b
c dÃ Ä x

1
adPbc

adPbc bdPbd

PacOac PbcOadÃ Ä x
1 0
0 1Ã Ä＝E 

も成り立つ。すなわちこの X は A の逆行列である。 

(2) A x0 のとき，ad－bc＝0 なので，①より，a＝b＝c＝d＝0 となり，Ax
0 0
0 0Ã Äである。これは等

式 AX＝E に矛盾する。よってこの場合は AX＝E をみたす X はないので A は逆行列をもたない。■ 

 

系 0.15 行列 A に対して次の(1)，(2)の事項が成り立つ。 

(1) AX＝E または XA＝E のいずれかが成り立てば，A は逆行列 A－1をもち，X＝A－1となる。 

(2) A が逆行列 A－1をもつとき， 

A P1 x
1
A

 

が成り立つ。 

［証明］(1) AX＝E とするとAX x E だが，命題 0.11 よりA X x1 である。よってA ~0 であり，

定理 0.14(1)より A は逆行列 A－1をもつ。AX＝E の両辺に右から A－1をかけると X＝A－1となる。 

XA＝E とすると，同様にX A x1 であるからA ~0 であり，A は逆行列 A－1をもつ。XA＝E の両辺

に右から A－1をかけると X＝A－1となる。 

(2) AA－1＝E より， AAP1 x E すなわち A AP1 x1 である。 A ~0 であるからこれで割って，

A P1 x
1
A が得られる。■ 

 

行列を用いると，連立 1 次方程式を解くことができる。 

x と y についての連立 1 次方程式 

axObyxk
cxOdyxlÇ  

は，行列を用いると， 

a b
c dÃ Ä x

yÃ Äx
k
lÃ Ä  

のように 1 つの等式で表される。 

 

命題 0.16 x と y についての連立 1 次方程式 

axObyxk
cxOdyxlÇ  （または 

a b
c dÃ Ä x

yÃ Äx
k
lÃ Ä） 

について，Ax
a b
c dÃ Äとおく。このとき次の(1)，(2)の事項が成り立つ。 

(1) A ~0  ⇔ この連立方程式はただ一組の解をもつ。 

(2) A x0  ⇔ この連立方程式の解について次の(i)，(ii)のいずれかが起こる。 
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(i) この連立方程式は解をもたない。 

(ii) この連立方程式は無数の解をもつ。 

［証明］px
a
cÃ Ä，qx

b
dÃ Ä ，vx

k
lÃ Ä とおく。このときAx p q£ ¤ であり，この連立方程式は， 

xpOyqxv  

と表される。 

(1) A ~0  ⇔ p ，q は 1 次独立（命題 0.12(1)） 

 ⇔ xpOyqxv をみたす実数の組(x，y)がただ一つある（命題 0.3(5)） 

 ⇔ この連立方程式はただ一組の解をもつ。 

(2) A x0  ⇔ p ，q は 1 次従属（命題 0.12(2)） 

 ⇔ xpOyqxv について次の(i)，(ii)のいずれかが起こる。（命題 0.3(2)） 

(i) この式をみたす実数の組(x，y)はない。 

(ii) この式をみたす実数の組(x，y)は無数にある。 

 ⇔ この連立方程式の解について次の(i)，(ii)のいずれかが起こる。 

(i) この連立方程式は解をもたない。 

(ii) この連立方程式は無数の解をもつ。■ 

 

系 0.17 x と y についての連立 1 次方程式 

axObyx0
cxOdyx0Ç  （または 

a b
c dÃ Ä x

yÃ Äx
0
0Ã Ä） 

について，Ax
a b
c dÃ Äとおく。このとき次の(1)，(2)の事項が成り立つ。 

(1) A ~0  ⇔ この連立方程式はただ一組の解 x＝y＝0 をもつ。 

(2) A x0  ⇔ この連立方程式は x＝y＝0 以外にも無数の解をもつ。 

［証明］明らかに x＝y＝0 は解である（自明な解という）。したがって，命題 0.16 より(1)はただ一組の

解が x＝y＝0 であり，(2)は(i)が起こらず(ii)が起こっている。■ 

 

【演習問題 0】 

 

［0-1］次の行列が逆行列をもてば，それを求めなさい。 

(1) Ax
1 P3

P2 7Ã Ä    (2) Bx
1 2
3 4Ã Ä    (3) Cx

1 2
3 6Ã Ä  

 

［0-2］次の連立 1 次方程式を，行列を用いて解きなさい。ただし，(3)の a，b，c，d，k，l は定数で，

ad－bc~ 0 である。 

(1) 
3xO7yx1
xO2yx0Ç    (2) 

2xP yxP3

PxO5yx6Ç    (3) 
axObyxk
cxOdyxlÇ  
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［0-3］連立 1 次方程式
3xO yxkx
2xO4yxkyÇ が，x＝y＝0 以外に解をもつように，定数 k の値を定めなさい。 

 

［0-4］行列Ax
a b
c dÃ Äに対して， 

traceAxaOd  

とおいて，A のトレースという。行列 A，B に対して， 

trace(AB)xtrace(BA)  

であることを証明しなさい。 

 

［0-5］行列 A はA2xOをみたすとする。このとき，E－A は逆行列をもつことを証明しなさい。 

［このような行列 A をベキ零行列という。］ 
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第 1 章 1 次変換 

 

本章では，平面上の 1 次変換について，行列と関連付けて述べる。つまり，1 次変換を，行列を用いて

表現する。また，1 次変換の性質について述べる。 

1.1 節では，平面上の 1 次変換を定義し，それが行列と関連付けられることを述べる。また，1 次変換

の基本的性質について述べる。 

1.2 節では，1 次変換の幾何的性質に着目し，特に 1 次変換が非退化な場合に，直線が直線に写ること

を述べる。 

1.3 節では，1 次変換の例として回転移動・対称移動について述べる。 

 

1.1 1 次変換 

 

座標平面上の各点 P に対応して，同じ座標平面上の点 P′がただ 1 つ定まるとき，点 P は点 P′に写ると

いい，この対応を変換という。変換は記号 f などを用いて表す。 

たとえば x 軸，y 軸，原点，直線 y＝x に関する対称移動をそれぞれ f1，f2，f3，f4 とする。これらによ

って座標平面上の点(x，y)はそれぞれ次のように写る。 

もとの点の座標 写った点の座標 

f1 ：  (x，y)  →  (x，－y) 

f2 ：  (x，y)  →  (－x，y) 

f3 ：  (x，y)  →  (－x，－y) 

f4 ：  (x，y)  →  (y，x) 

座標平面において，変換 f によって点 P(x，y)が点P (́x ,́ý ) に写るとは，この変換によって P の位置ベ

クトルpx
x
yÃ ÄがP´の位置ベクトルp´x

x´
y´Ã Äに写るとも考えられる。このとき， 

p´＝f(p)  または 
x´
ýÃ Äxf

x
yÃ ÄÃ Ä  

などと表す。 

以下では簡単のため，座標平面上の点の位置ベクトルのことを単にベクトルと表記する。 

 

定義 1.1 変換 f が 1次変換とは，
x´
ýÃ Äxf

x
yÃ ÄÃ Ä が， 

x´xaxOby
ý xcxOdyÇ （a，b，c，d は実数） 

となる関係式をみたすことである。 

【注意 1.1.1】この関係式は言い換えると， 

x´
y´Ã Äx

a b
c dÃ Ä x

yÃ Ä  
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のように表される。行列Ax
a b
c dÃ Äを 1次変換 fを表す行列という。このときp´xAp となる。// 

 

例 1.2 1 次変換 f を表す行列が
3 P1

P4 2Ã Äであるとき，点(2，1)の写る点は， 

x´
ýÃ Äx

3 P1
P4 2Ã Ä 2

1Ã Äx
5

P6Ã Ä  

であるから，点(5，－6)である。■ 

 

命題 1.3  f を変換，p ，q をベクトル，k，l を実数とする。このとき次の(1)，(2)の事項が成り立つ。 

(1)（1 次変換の線形性） f が 1 次変換 ⇔ f(kpOlq)xkf(p)Olf(q)  

(2) f が 1 次変換のとき， 

f(0)x0 ，f(Pp)xPf(p)  

が成り立つ。 

［証明］(1) （⇒）f を 1 次変換とする。f を表す行列を A とする。このとき 

f(kpOlq)xA(kpOlq)xkApOlAqxkf(p)Olf(q)  

となる。 

（⇐）px
x
yÃ Ä，f(p)x

x´
ýÃ Ä とする。 

e1x
1
0Ã Ä ，e2x

0
1Ã Äとすれば，px

x
yÃ Äxx

1
0Ã ÄOy

0
1Ã Äxxe1Oye2 であるから 

f(p)xf(xe1Oye2)xxf(e1)Oyf(e2)  

となる。ここで，f(e1)x
a
cÃ Ä ， f(e2)x

b
dÃ Ä とすると， 

x´
ýÃ Äxx

a
cÃ ÄOy

b
dÃ Äx

axOby
cxOdyÃ Äx

a b
c dÃ Ä x

yÃ Ä  

のように表される。したがって f は 1 次変換である。 

(2) f(0)xf(0p)x0f(p)x0 ，f(Pp)xf(P1p)xP1f(p)xPf(p) となる。■ 

【注意 1.3.1】1 次変換 f が行列Ax
a b
c dÃ Äで表されるとき， 

A
1
0Ã Äx

a b
c dÃ Ä 1

0Ã Äx
a
cÃ Ä ， A

0
1Ã Äx

a b
c dÃ Ä 0

1Ã Äx
b
dÃ Ä  

であるから，2 点(1，0)，(0，1)は，それぞれ(a，c)，(b，d)に写される。 

逆に，2 点(1，0)，(0，1)が，それぞれ(a，c)，(b，d)に写る 1 次変換は，命題 1.3(1)の証明より，行列

Ax
a b
c dÃ Äで表される。つまり，1 次変換 f を表す行列 A は，2 点(1，0)，(0，1)の写った先をそれぞれ縦

ベクトルにして順に並べた行列 

Ax f
1
0Ã Ä f

0
1Ã ÄÃ Ä  
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である。// 

 

例 1.4 (1) 2 点(2，1)，(3，2)が，それぞれ(1，3)，(2，4)に写る 1 次変換を表す行列を求めよう。 

求める行列を A とすると， 

A
2
1Ã Äx

1
3Ã Ä，A

3
2Ã Äx

2
4Ã Ä  

であるから一つにまとめて， 

A
2 3
1 2Ã Äx

1 2
3 4Ã Ä  

となる。両辺に
2 3
1 2Ã Äの逆行列

2 P3
P1 2Ã Äを右から掛けると， 

Ax
1 2
3 4Ã Ä 2 P3

P1 2Ã Äx
0 1
2 P1Ã Ä  

である。 

(2) 2 点(1，0)，(0，1)が，それぞれ(1，3)，(2，4)に写る 1 次変換を表す行列を求めよう。 

求める行列を B とすると， 

B
1
0Ã Äx

1
3Ã Ä，B

0
1Ã Äx

2
4Ã Ä  

であるから注意 1.3.1 より， 

Bx
1 2
3 4Ã Ä  

である。■ 

 

1.2 1 次変換と図形 

 

1 次変換を図形と関連付けて考えよう。特に 1 次変換によって平面全体がどのように写るのか，直線が

どのように写るのかを中心に考察する。 

 

一般に，異なる 2 点が異なる 2 点に写る変換を単射，平面全体が平面全体に写る変換を全射という。1

次変換の場合，単射な 1 次変換は次のような性質がある。 

 

命題 1.5  f を 1 次変換とする。このとき次の(1)～(3)の条件は同値である。 

(1) f によって異なる 2 点は異なる 2 点に写る。すなわち，p ，q をベクトルとして， 

p~q  ⇒f(p)~f(q)  

が成り立つ。 

(2) f(p)x0  ⇒px0  

(3) p~0  ⇒f(p)~0  

［1 次変換 f が(1)～(3)のいずれか（したがってすべて）をみたすとき，単射という。］ 

［証明］（(2)⇔(3)）(2)と(3)は互いに他の対偶であるから明らか。 
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（(1)⇒(3)）(1)が成り立つとする。このとき「p~0  ⇒f(p)~f(0) 」となるが，命題 1.3(2)よりf(0)x0

であるから(3)が得られる。 

（(3)⇒(1)）(3)が成り立つとする。p~q とすればpPq~0 であるから，(3)よりf(pPq)~0 である。

ここで，f(pPq)xf(p)Pf(q) であるからf(p)Pf(q)~0 ，すなわちf(p)~f(q) である。■ 

 

1 次変換の場合，実は単射であることと全射であることは同値になる。そのことを述べると次のように

なる。 

 

定理 1.6  f を 1 次変換とする。このとき次の(1)～(4)の条件は同値である。 

(1) 1 次変換 g で，次をみたすようなものがある。 

任意のベクトルp ，q に対して，g(f(p))xp ，f(g(q))xq   

(2) f によって平面全体は平面全体に写る。すなわち，任意のベクトルq に対して，f(p)xq となるベク

トルp がある。［f がこの条件をみたすとき，全射という。］ 

(3) f によって異なる 2 点は異なる 2 点に写る。すなわち，f は単射である。 

(4) 1 次変換 f を表す行列 A について，A は逆行列をもつ。 

［1 次変換 f が(1)～(4)のいずれか（したがってすべて）をみたすとき，非退化という。非退化でないと

き退化という。］ 

［証明］e1x
1
0Ã Ä ，e2x

0
1Ã Äとする。 

（(1)⇒(2)）(1)が成り立つとする。任意のベクトルq をとり固定する。(1)よりf(g(q))xq であるから

pxg(q) とすればよい。 

（(2)⇒(3)）(2)が成り立つとする。(2)よりf(p 1)xe1 ，f(p 2)xe2 となるベクトルp 1 ，p 2 がある。 

主張 1.6.1 p 1 とp 2 は 1次独立である。 

［証明］xp 1Oyp 2x0 とおく。このときf(xp 1Oyp 2)xf(0) となるが，  

(左辺)＝xf(p1)Oyf(p2)xxe1Oye2xx
1
0Ã ÄOy

0
1Ã Äx

x
yÃ Ä ，(右辺)＝0x

0
0Ã Ä  

である。したがって x＝0，y＝0 となり，命題 0.3(6)よりp 1 とp 2 は 1次独立である。■ 

さて，0 でない任意のベクトルp をとり固定する。主張 1.6.1 よりp 1 とp 2 は 1次独立であるから命題 0.3(5)より，

pxxp 1Oyp 2 をみたす実数の組(x，y)がただ一つある。ここで，p~0 であるから x~ 0 または y~ 0 であ

る。このとき， 

f(p)xf(xp1Oyp2)xxf(p1)Oyf(p2)xxe1Oye2xx
1
0Ã ÄOy

0
1Ã Äx

x
yÃ Ä  

であるからf(p)~0 である。したがって命題 1.5(3)より f は単射である。 

（(3)⇒(4)）(3)が成り立つとする。f(e1)x
a
cÃ Ä ， f(e2)x

b
dÃ Ä とし，1 次変換 f を表す行列をAx

a b
c dÃ Äとす

る。このとき，ae2Pbe1x
Pb
aÃ Ä ，de1Pce2x

d

PcÃ Ä であり， 

f(ae2Pbe1)xaf(e2)Pbf(e1)xa
b
dÃ ÄPb

a
cÃ Äx

0
adPbcÃ Ä  
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f(de1Pce2)xdf(e1)Pcf(e2)xd
a
cÃ ÄPc

b
dÃ Äx

adPbc
0

Ã Ä  

である。 

(i) a~0 またはb~0 のとき 

ae2Pbe1x
Pb
aÃ Ä~0 であるから(3)よりf(ae2Pbe1)~0 すなわち

0
adPbcÃ Ä~0 である。 

(ii) c~0 またはd~0 のとき 

de1Pce2x
d

PcÃ Ä~0 であるから(3)よりf(de1Pce2)~0 すなわち
adPbc

0Ã Ä~0 である。 

(i)，(ii)いずれの場合も ad－bc~ 0 となる。したがって A は逆行列をもつ。 

（(4)⇒(1)）(4)が成り立つとする。変換 g を，A の逆行列 A－1を用いてg(q)xA P1q で定義する。g は

1 次変換で，任意のベクトルp ，q に対して， 

g(f(p))xAP1(Ap)x(AP1A)pxp ，f(g(q))xA(AP1q)x(AAP1)qxq  

が成り立つ。■ 

 

系 1.7 定理 1.6 で，1 次変換 f を表す行列を A とすると，1 次変換 g を表す行列は A－1である。 

［g を f の逆変換といい，f‐1と表す。］ 

 

定理 1.6 と系 1.7は 1次変換が非退化の場合に成り立つ事柄であった。さらに，1次変換が非退化の場合につ

いて調べよう。 

 

定理 1.8 （1 次変換が非退化である場合） f を非退化な 1 次変換とする。このとき次の(1)，(2)の事項

が成り立つ。 

(1) A，B を異なる 2 点とする。f により線分 AB が線分 A'B'に写るとき，AB を m：n に分ける点 P は

A'B'を m：n に分ける点 Q に写る。 

(2) f により直線は直線に写る。 

［証明］(1)点 A，B の位置ベクトルを，それぞれa ，b とし，点 P の位置ベクトルをp とする。p ＝

n
mOn

aO
m

mOn
b である。また，点 A'，B'の位置ベクトルを，それぞれa´，b´とする。 

このとき，f(a)xa´，f(b)xb´であり，1 次変換の線形性より， 

f(p)xf
n

mOn
aO

m
mOn

bÃ Äx
n

mOn
f(a)O

m
mOn

f(b)x
n

mOn
á O

m
mOn

b́
 

である。よって，f により点 P は，線分 A'B'を m：n に分ける点 Q に写る。 

(2) 異なる 2 点 A，B に対して，直線 AB 上の任意の点は，線分 AB の分点である。したがって(1)より，

1 次変換 f により直線 AB は直線 A'B'に写る。■ 

 

1 次変換が非退化の場合と，退化の場合について，具体的な例をあげる。 

 



- 17 - 

 

例 1.9 (1)（1 次変換が非退化である場合）1 次変換 f を表す行列をAx
2 5

P1 P3Ã Äとする。 

(i) 行列 A は|A|＝2×(－3)－5×(－1)＝－1~ 0 であるから逆行列AP1x
3 5

P1 P2Ã Äをもつ。 

f によって点 P(x，y)が点 Q (x'，y')に写るとすると， 

x
yÃ ÄxAP1

x´
ýÃ Äx

3 5
P1 P2Ã Ä x´

ýÃ Äx
3x´O5ý

Px´P2ýÃ Ä  

すなわち x＝3x'＋5 y'，y＝－x'－2 y' … ① が成り立つ。 

(ii) f によって直線 x－3y＝6 はどのような図形に写されるか考えよう。 

①を x－3y＝6 に代入すると， 

(3x'＋5 y')－3(－x'－2 y')＝6 

すなわち 6x'＋11 y'＝6 となる。 

したがって，求める図形は直線 6x＋11y＝6 である。 

(2)（1 次変換が退化である場合①）1 次変換 g を表す行列がBx
1 3
2 6Ã Äとする。 

(i) 行列 B は|B |＝1×6－3×2＝0 であるから逆行列をもたない。 

g によって点 P(x，y)が点 Q (x'，y')に写るとすると， 

x´
ýÃ Äx

1 3
2 6Ã Ä x

yÃ Äx
xO3y
2xO6yÃ Ä  

すなわち，x´xxO3y ，ý x2xO6y  … ② が成り立つ。 

②よりý x2xO6yx2(xO3y)x2x´であるから g によって座標平面上の任意の点は，直線 y＝2x 上の

点に写る。 

(ii) g によって，直線 2x＋y＝5 はどのような図形に写されるか考えよう。 

2x＋y＝5 から y＝－2x＋5 である。②より， 

x´xxO3yxxO3(P2xO5)xP5xO15  

であるから，x がすべての実数をうごくとき， はすべての実数値をとる。 

したがって，求める図形は直線 y＝2x である。 

(iii) g によって，直線 x＋3y＝2 はどのような図形に写されるか考えよう。 

②よりx´xxO3y ＝2， ý x2xO6yx2(xO3y) ＝2×2＝4 である。 

したがって，求める図形は点(2，4)である。 

(3)（1 次変換が退化である場合②）1 次変換 h を表す行列をCx
0 0
0 0Ã Äとする。 

行列 C は|C |＝0×0－0×0＝0 であるから逆行列をもたない。 

x´
y´Ã Äx

0 0
0 0Ã Ä x

yÃ Äx
0
0Ã Ä  

であるから，h によって平面上のすべての点 P(x，y)は原点 O(0，0)に写る。■ 

【注意 1.9.1】この例を一般化して，次の事項が成り立つ。 

(1) 1 次変換が非退化である場合（定理 1.6） 

x 
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平面全体は平面全体に写る。直線は直線に写る。 

(2) 1 次変換が退化である場合 

(i) 1 次変換を表す行列が零行列 O ではないとき 

平面全体は原点を通る直線に写る。直線は原点を通る直線または 1 点に写る。 

(ii) 1 次変換を表す行列が零行列 O のとき 

平面全体は原点に写る。// 

 

1.3 いろいろな 1 次変換 

 

1.1 節の初めに x 軸，y 軸，原点，直線 y＝x に関する対称移動を考えた。これらの変換をそれぞれ f1，

f2，f3，f4としたとき，これらによって座標平面上の点(x，y)はそれぞれ 

もとの点の座標 写った点の座標 

f1 ：  (x，y)  →  (x，－y) 

f2 ：  (x，y)  →  (－x，y) 

f3 ：  (x，y)  →  (－x，－y) 

f4 ：  (x，y)  →  (y，x) 

のように写り，これらは 1 次変換であった。 

これらの 1 次変換によって点 P(x，y)が点 Q (x'，y')に写るとすると， 

f1：
x´
ýÃ Äx

x

PyÃ Äx
1 0
0 P1Ã Ä x

yÃ Ä  

f2：
x´
ýÃ Äx

Px
yÃ Äx

P1 0
0 1Ã Ä x

yÃ Ä  

f3：
x´
ýÃ Äx

Px

PyÃ Äx
P1 0

0 P1Ã Ä x
yÃ Ä  

f4：
x´
y´Ã Äx

y
xÃ Äx

0 1
1 0Ã Ä x

yÃ Ä  

のように表される。したがって次のことがわかった。 

 

例 1.10  x 軸，y 軸，原点，直線 y＝x に関する対称移動を表す行列はそれぞれ次のようになる。 

x 軸     y 軸      原点    直線 y＝x 

1 0
0 P1Ã Ä    

P1 0
0 1Ã Ä    

P1 0
0 P1Ã Ä    

0 1
1 0Ã Ä  

 

1 次変換を合成することを考えよう。一般に，次の命題が成り立つ。 

 

命題 1.11 1 次変換 f，g を表す行列を，それぞれ A，B とする。 

点 P(x，y)が f により点 Q (x'，y')に写り，次に g により点 Q (x'，y')が点 R (x''，y'')に写るとする。この

とき，点 P(x，y)が点 R (x''，y'')に写るような変換 h も 1 次変換であり，h を表す行列は B A である。 
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［変換 h を f と g の合成変換といい，g◦ f で表す。］ 

［証明］仮定より， 

x´
y´Ã ÄxA

x
yÃ Ä， x´́

y´́Ã ÄxB
x´
y´Ã Ä  

であるから， 

x´́
ý´Ã ÄxB A

x
yÃ ÄÇ ÈxBA

x
yÃ Ä

 

である。■ 

 

たとえば，直線 y＝x に関する対称移動の次に x 軸に関する対称移動をするとき，これらの合成変換は 

1 0
0 P1Ã Ä 0 1

1 0Ã Äx
0 1

P1 0Ã Ä
 

である。 

 

次に，原点を中心とする回転移動と，原点を通る直線に関する対称移動について考えよう。これらも 1

次変換であることが示され，次のことが成り立つ。 

 

定理 1.12 （原点を中心とする回転移動）原点 O を中心とし，回転角がµの回転移動 f は 1 次変換であ

り，f を表す行列は 

R(µ) ＝
cosµ Psinµ
sinµ cosµÃ Ä  

である。 

［証明］点 P(x，y)が変換 f によって直線上の点 Q (x'，y')に写るとする。 

右の図において，OP＝r とし，半直線 OP と x 軸の正の向きとなす角

を®とすると， 

xxrcos®，yxrsin®  

である。また，半直線 OQ と x 軸の正の向きとなす角は®Oµであるか

ら， 

x´xrcos(®Oµ)xr cos®cosµPsin®sinµ£ ¤xxcosµPysinµ  

ý xrsin(®Oµ)xr sin®cosµOcos®sinµ£ ¤xycosµOxsinµ  

となる。したがって変換 f は， 

x´
ýÃ Äx

cosµ Psinµ
sinµ cosµÃ Ä x

yÃ Ä  

で表される 1 次変換であり，f を表す行列は
cosµ Psinµ
sinµ cosµÃ Ä である。■ 

【注意 1.12.1】回転移動の図形的考察から次の(1)，(2)のことが成り立つ。 

(1) 原点 O を中心とし，回転角がµの回転移動を f とする。このとき，逆変換 f‐1は，原点 O を中心と

し，回転角が－µの回転移動である。系 1.7 より， 

P(x，y)

O x

y

Q(x´，y´)

®

µ r
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R(µ)P1xR(Pµ)  

が成り立つ。 

(2) 原点 O を中心とし，回転角が®の回転移動を f，回転角が¯の回転移動を g とする。このとき，合

成変換 g◦ f は，原点 O を中心とし，角®だけ回転し，さらに角¯だけ回転するから結局回転角が®O¯の

回転移動である。命題 1.11 より， 

R(®O¯)xR(¯)R(®)  

が成り立つ。■ 

 

例 1.13 原点 O を中心とし，回転角が 150°の回転移動を表す行列は， 

R(150¸) ＝
cos150¸ Psin150¸
sin150¸ cos150¸Ã Ä＝

P
3

2
P

1
2

1
2 P

3
2

Ã Ä  

である。■ 

 

定理 1.14 （原点を通る直線に関する対称移動）原点 O を通り，x 軸と角
µ
2
をなす直線に関する対称

移動 f は 1 次変換であり，f を表す行列は 

U(µ) ＝
cosµ sinµ
sinµ PcosµÃ Ä  

である。 

この定理は，直接証明することもできるが（証明 1），合成変換を考

えると簡単に証明できる（証明 2）。 

［証明 1］ 点 P(x，y)が変換 f によって直線上の点 Q (x'，y')に写る

とする。0°≦µ≦180°としてよい。 

(i) 0°≦µ＜180°のとき 

題意の直線を l とすると，l の方程式はyx tan
µ
2Ã Äx である。 

まず，直線 PQ は l に垂直であるから，tan
µ
2

@
y´Py
x´Px

xP1 ，すなわち， 

x´Oy´tan
µ
2

xxOytan
µ
2   … ① 

となる。つぎに，線分 PQ の中点は l 上にあるから，
yOy´

2
xtan

µ
2

@
xOx´

2 ，すなわち， 

Px´tan
µ
2

Oy´xxtan
µ
2

Py   … ② 

となる。①と②より， 

P(x，y)

O x

y

Q(x´，y´)
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1 tan
µ
2

Ptan
µ
2

1
Ã Ä x´

y´Ã Äx
1 tan

µ
2

tan
µ
2

P1
Ã Ä x

yÃ Ä  

が成り立つ。ここで左辺の行列を A とおくと，
A x1Otan2 µ

2
x

1

cos2 µ
2

~0
であるからAP1 があって， 

A P1xcos2 µ
2

1 Ptan
µ
2

tan
µ
2

1
Ã Ä  

である。したがって変換 f は， 

x´
y´Ã Äxcos2 µ

2

1 Ptan
µ
2

tan
µ
2

1
Ã Ä 1 tan

µ
2

tan
µ
2

P1
Ã Ä x

yÃ Ä  

＝cos2 µ
2

1Ptan2 µ
2

2tan
µ
2

2tan
µ
2

P1Otan2 µ
2

Ã Ä x
yÃ Ä  

＝

cos2 µ
2

Psin2 µ
2

2sin
µ
2

cos
µ
2

2sin
µ
2

cos
µ
2

Pcos2 µ
2

Osin2 µ
2

Ã Ä x
yÃ Ä  

＝
cosµ sinµ
sinµ PcosµÃ Ä x

yÃ Ä  

で表される 1 次変換である。 

(ii) µ＝180°のとき 

変換 f は y 軸に関する対称移動であるから，f は， 

x´
ýÃ Äx

P1 0
0 1Ã Ä x

yÃ Äx
cos180¸ sin180¸
sin180¸ Pcos180¸Ã Ä x

yÃ Ä  

で表される 1 次変換である。 

いずれの場合も f を表す行列は
cosµ sinµ
sinµ PcosµÃ Äである。■ 

［証明 2］点 P(x，y)が変換 f によって直線上の点 Q (x'，y')に写るとする。この直線に関する対称移動

は，順に①原点を中心とし，回転角がP
µ
2 の回転移動，②x 軸に関する対称移動，③原点を中心とし，

回転角が
µ
2 の回転移動を行って得られるから，求める行列は， 

cos
µ
2

Psin
µ
2

sin
µ
2

cos
µ
2

Ã Ä 1 0
0 P1Ã Ä

cos(P
µ
2

) Psin(P
µ
2

)

sin(P
µ
2

) cos(P
µ
2

)
Ã Äx

cos
µ
2

sin
µ
2

sin
µ
2

Pcos
µ
2

Ã Ä cos
µ
2

sin
µ
2

Psin
µ
2

cos
µ
2

Ã Ä  
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x
cos2 µ

2
Psin2 µ

2
2sin

µ
2

cos
µ
2

2sin
µ
2

cos
µ
2

sin2 µ
2

Pcos2 µ
2

Ã Äx
cosµ sinµ
sinµ PcosµÃ Ä  

である。■ 

 

例 1.15 直線 y＝ 3 x に関する対称移動を表す行列を求めよう。 

この直線は原点 O を通り，x 軸と角
µ
2
＝60°をなすので，求める行列は， 

U(120¸) ＝
cos120¸ sin120¸
sin120¸ Pcos120¸Ã Ä＝

P
1
2

3
2

3
2

1
2

Ã Ä  

である。■ 

 

【演習問題 1】 

 

［1-1］次の行列で表される 1 次変換により点 P が写る点の座標を求めなさい。 

(1) 
0 1
1 0Ã Ä，P (1，2)   (2) 

1 P3
0 1Ã Ä，P (3，1)   (3) 

1 2
P2 1Ã Ä，P (－2，1) 

 

［1-2］変換 f によって，点 P が P 自身に写るとき，点 P を f の不動点という。 

1 次変換 f を表す行列が
a P2

P1 bÃ Ä であるとする。点(2，1) が f の不動点であるとき，定数 a，b の値を

求めなさい。 

 

［1-3］1 次変換 f を表す行列がAx
2 4
1 3Ã Äであるとする。次の各問いに答えなさい。 

(1) f によって点 P が点(－2，－2) に写るとき，点 P の座標を求めなさい。 

(2) f によって直線3xO4yP12x0 に写されるもとの図形を求めなさい。 

 

［1-4］直線 y＝x に関する対称移動を f ，原点 O を中心とし，回転角が－60°の回転移動を g とすると

き，合成変換 g◦ f を表す行列を求めなさい。 

 

［1-5］v 1 ，v 2 を 2 つの 1 次独立なベクトルとし，f を 1 次変換とする。さらに，f(v1)xw 1 ，f(v2)xw 2

とする。このとき次のことが成り立つことを証明しなさい。 

w 1 ，w 2 が 1 次独立 ⇔ f は非退化 
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第 2 章 基底の変換 

 

本章では，平面に対して基底という概念を導入する。基底は 2 つの 1 次独立なベクトルの組であるが，

これは座標軸のようなものと考えるとわかりやすいかもしれない。そしてこの基底を取り換えるとどの

ようなことが起こるのかについて述べる。 

2.1 節では，平面に対して基底を定義し，基底が座標軸のような働きをすることについて述べる。また，

平面の基底を別の基底に取り換えた場合，どのようなことが起こるのかについて述べる。 

2.2 節では，基底を 1 つ定めると，1 次変換に対してその表現行列が定まる。基底を変換した場合，表

現行列がどのように変わるのかについて述べる。 

 

2.1 基底と基底の変換 

 

高校数学の平面上のベクトルの問題でよく見るように， 

ベクトルpx
6
1Ã Äをw1x

3
P2Ã Ä，w2x

1
1Ã Äを用いて表しなさい。 

というような問題を解いたことがあるだろう。この問題はもちろん「pxxw1Oyw2 の形に表しなさい」

という意味である。命題 0.3(5)より，このような実数の組(x，y)がただ一つある。 

以下では次の用語を用いることにしよう。 

 

定義 2.1 平面上の 2 つの 1 次独立なベクトル V ＝{v 1 ，v 2 }の組を基底という。命題 0.3(5) より，任

意のベクトルp に対して，pxxv1Oyv2 をみたす実数の組(x，y)がただ一つある。このとき，係数を並べ

たベクトル
x
yÃ Ä を，p の，基底 V に関する座標ベクトルという。 

 

例 2.2 ベクトルpx
6
1Ã Äについて，次の基底に関する座標ベクトルを考えよう。 

(1) e1x
1
0Ã Ä ，e2x

0
1Ã Äとすれば，V ＝{e1 ，e2 }は基底である。この基底を標準基底という。 

e1x1e1O0e2 ，e2x0e1O1e2 であるから，e1 ，e2 の，基底 V に関する座標ベクトルはそれぞれ
1
0Ã Ä，

0
1Ã Äである。 

px6e1O1e2 であるから，p の，基底 V に関する座標ベクトルは
6
1Ã Äである。 

(2) w1x
3

P2Ã Ä，w2x
1
1Ã Äとすれば，W ＝{w 1 ，w 2 }は基底である。 
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w1x1w 1O0w2 ，w2x0w 1O1w2 であるから，w 1 ，w 2 の，基底 W に関する座標ベクトルはそれぞれ
1
0Ã Ä，

0
1Ã Äである。 

pxxw1Oyw2 とすれば， 

6
1Ã Äxx

3
P2Ã ÄOy

1
1Ã Äx

3xOy

P2xO1Ã Äx
3 1

P2 1Ã Ä x
yÃ Ä  

となるので， 

x
yÃ Äx

3 1
P2 P1Ã ÄP1 6

1Ã Äx
1
5

1 P1
2 3Ã Ä 6

1Ã Äx
1
3Ã Ä  

すなわち，x＝1，y＝3 である。よって，p の，基底 W に関する座標ベクトルは
1
3Ã Äである。■ 

【注意 2.2.1】基底 W ＝{w 1 ，w 2 }（w1x
3

P2Ã Ä，w2x
1
1Ã Ä）に関する座標ベクトルを次のように考える

とわかりやすいかもしれない。 

零ベクトル0x
0
0Ã Ä，e1x

1
0Ã Ä ，e2x

0
1Ã Ä，w1x

3
P2Ã Ä，w2x

1
1Ã Ä，px

6
1Ã Äをそれぞれ標準基底 V （x-y）座

標平面上の点 O(0，0)V，E1(1，0)V，E2(0，1)V，W1(3，－2)V，W2(1，1)V，P(6，1)Vに対応させる（V （x-

y）座標平面上で考えていることを強調するために V の添え字をつけた）。直線 OE1，OE2 はそれぞれ x

軸，y 軸に相当する。 

直線 OW1，OW2をそれぞれ u 軸，v 軸とする。このとき点 W1，W2，P を基底 W （u-v）座標平面とし

て W1(1，0)W，W2(0，1)W，P(1，3)Wに相当すると考える（W （u-v）座標平面上で考えていることを強調

するために W の添え字をつけた）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

// 

 

O x

y

6

1

v

u

e1

e2
Pw2

w1
1

3

(6,1) V

(1,3) W

px
6
1Ã Äの，基底 W に関する座標ベクトルは

1
3Ã Ä  

 

点 P は，W （u-v）座標平面上では， 

 

・v 軸に平行に u 軸におろした点の位置ベクトル

は 1w 1 なので，点 P の u 座標は 1 

 

・u 軸に平行に v 軸におろした点の位置ベクトル

は 3w 2 なので，点 P の v 座標は 3 
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例題 2.3 ベクトル
1
0Ã Ä， 0

1Ã Ä， 1
1Ã Ä， 2

1Ã Ä， 3
2Ã Ä， 1

3Ã Ä， 2
4Ã Äそれぞれについて，以下の基底に関する座標ベク

トルを求めなさい。 

(1) 標準基底 V1 ＝
1
0Ã Ä, 0

1Ã ÄÇ È  (2) V2＝
2
1Ã Ä, 3

2Ã ÄÇ È  (3) V3 ＝
1
0Ã Ä, 1

1Ã ÄÇ È  

［解答］例 2.2 と同様に考えると次のようになる。 

【注意 2.3.1】例 2.2(1)や例題 2.3(1)でわかる通り，標準基底に関する座標ベクトルはもとのベクトルに

一致する。// 

 

例 2.2 において，標準基底に関して座標ベクトルが
6
1Ã Äと表されるp は，基底 W ＝{

3
P2Ã Ä ， 1

1Ã Ä }に関し

ては座標ベクトルが
1
3Ã Äとなることを見た。 

それでは，標準基底に関して座標ベクトルが
x
yÃ Äと表されるp について，基底 W ＝{

3
P2Ã Ä ， 1

1Ã Ä }に関す

る座標ベクトルを
u
vÃ Äするとき，

x
yÃ Äと u

vÃ Äはどのような関係にあるだろうか。これは， 

x
yÃ Äxu

3
P2Ã ÄOv

1
1Ã Äx

3uOv

P2uOvÃ Ä  

であることにより， 

x
yÃ Äx

3 1
P2 1Ã Ä u

vÃ Ä    … ① 

という関係がある。 

同じことであるが，注意 2.2.1 と同じ記号を用いれば，点 W1，W2の座標は，V （x-y）座標平面上では

W1(3，－2)V，W2(1，1)V，W （u-v）座標平面上では，W1(1，0)W，W2(0，1)Wであった。このことを次の

ように対比させて表してみる。 

【W （u-v）座標平面上】 ⇔ 【V （x-y）座標平面上】 

(1，0)W    ⇔     (3，－2)V   … ② 

(0，1)W    ⇔     (1，1)V    … ③ 

u×②＋v×③より， 

 1
0Ã Ä

 

0
1Ã Ä

 

1
1Ã Ä

 

2
1Ã Ä

 

3
2Ã Ä

 

1
3Ã Ä

 

2
4Ã Ä

 

 

(1) 基底 V1 に関する

座標ベクトル 

1
0Ã Ä

 

0
1Ã Ä

 

1
1Ã Ä

 

2
1Ã Ä

 

3
2Ã Ä

 

1
3Ã Ä

 

2
4Ã Ä

 

 

(2) 基底 V2 に関する

座標ベクトル 

2
P1Ã Ä

 

P3
2Ã Ä

 

P1
1Ã Ä

 

1
0Ã Ä

 

0
1Ã Ä

 

P7
5Ã Ä

 

P8
6Ã Ä

 

 

(3) 基底 V3 に関する

座標ベクトル 

1
0Ã Ä

 

P1
1Ã Ä

 

0
1Ã Ä

 

1
1Ã Ä

 

1
2Ã Ä

 

P2
3Ã Ä

 

P2
4Ã Ä

 

 

■ 
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【W （u-v）座標平面上】 ⇔ 【V （x-y）座標平面上】 

(u，v)W    ⇔  (3u＋v，－2u＋v)V 

となる。これを W （u-v）座標平面上で(u，v)Wと表される点が，V （x-y）座標平面上では(x，y)V，ただ

し， 

x＝3u＋v，y＝－2u＋v 

と表される。この関係式は①と同じである。 

 

例 2.4 例題 2.3 において，ベクトルp に対して， 

基底 V1＝
1
0Ã Ä, 0

1Ã ÄÇ Èに関する座標ベクトルを
x1

y1
Ã Ä  

基底 V2＝
2
1Ã Ä, 3

2Ã ÄÇ Èに関する座標ベクトルを
x2

y2
Ã Ä  

基底 V3＝
1
0Ã Ä, 1

1Ã ÄÇ Èに関する座標ベクトルを
x3

y3
Ã Ä  

とするとき，
x1

y1
Ã Ä ， x2

y2
Ã Ä ， x3

y3
Ã Ä の関係を調べよう。 

まず，標準基底 V1に関する座標ベクトルはp に一致している。したがって，px
x1

y1
Ã Ä である。 

(1) 
x1

y1
Ã Ä と x2

y2
Ã Ä の関係を調べる。pxx2

2
1Ã ÄOy2

3
2Ã Äとおくと，

x1

y1
Ã Äx

2x2O3y2

x2O2y2
Ã Äより， 

x1

y1
Ã Äx

2 3
1 2Ã Ä x2

y2
Ã Ä  

である。 

(2) 
x1

y1
Ã Ä と x3

y3
Ã Ä の関係を調べる。pxx3

1
0Ã ÄOy3

1
1Ã Äとおくと，

x1

y1
Ã Äx

x3Oy3

y3
Ã Äより， 

x1

y1
Ã Äx

1 1
0 1Ã Ä x3

y3
Ã Ä  

である。 

(3) 
x2

y2
Ã Ä と x3

y3
Ã Ä の関係を調べる。 (1)， (2)より

x1

y1
Ã Äx

2 3
1 2Ã Ä x2

y2
Ã Ä ， x1

y1
Ã Äx

1 1
0 1Ã Ä x3

y3
Ã Ä であるから，

2 3
1 2Ã Ä x2

y2
Ã Äx

1 1
0 1Ã Ä x3

y3
Ã Äである。両辺に右から

2 3
1 2Ã ÄP1

をかけることによって， 

x2

y2
Ã Äx

2 P1
P1 1Ã Ä x3

y3
Ã Ä  

である。 

（(3)の別解）はじめに基底V2＝
2
1Ã Ä, 3

2Ã ÄÇ ÈとV3＝
1
0Ã Ä, 1

1Ã ÄÇ Èの関係を調べよう。基底V3のベクトル
1
0Ã Ä, 1

1Ã Ä
を基底 V2を用いて表すと， 



- 27 - 

 

1
0Ã Äx2

2
1Ã ÄP1

3
2Ã Äx

2 3
1 2Ã Ä 2

P1Ã Ä， 1
1Ã ÄxP1

2
1Ã ÄO1

3
2Ã Äx

2 3
1 2Ã Ä P1

1Ã Ä  

であるから一つにまとめて， 

1 1
0 1Ã Äx

2 3
1 2Ã Ä 2 P1

P1 1Ã Ä   … ① 

である。ここで，
x1

y1
Ã Äx

1 1
0 1Ã Ä x3

y3
Ã Äであることに気をつけると， 

x1

y1
Ã Äx

1 1
0 1Ã Ä x3

y3
Ã Äx

2 3
1 2Ã Ä 2 P1

P1 1Ã Ä x3

y3
Ã Ä  

であり，また，
x1

y1
Ã Äx

2 3
1 2Ã Ä x2

y2
Ã Äであることに気をつけると， 

2 3
1 2Ã Ä x2

y2
Ã Äx

2 3
1 2Ã Ä 2 P1

P1 1Ã Ä x3

y3
Ã Ä  

である。両辺に右から
2 3
1 2Ã ÄP1

をかけることによって， 

x2

y2
Ã Äx

2 P1
P1 1Ã Ä x3

y3
Ã Ä  

である。■ 

もちろん(1)～(3)の解答で，両辺に右から逆行列をかけることによって， 

x2

y2
Ã Äx

2 P3
P1 2Ã Ä x1

y1
Ã Ä， x3

y3
Ã Äx

1 P1
0 1Ã Ä x1

y1
Ã Ä ， x3

y3
Ã Äx

1 1
1 2Ã Ä x2

y2
Ã Ä  

も成り立つ。 

 

例 2.4 で，①の右辺の行列
2 P1

P1 1Ã Äを，基底 V2 から基底 V3 への基底変換行列という。正確に定義

すると次のようになる。 

 

定義 2.5 2 つの基底 V ＝{v 1 ，v 2 }と W ＝{w 1 ，w 2 }に対して，ベクトルw 1 ，w 2 の基底 V に関する座

標ベクトルをそれぞれ
a
cÃ Ä ， b

dÃ Ä とする。すなわち， 

w 1xav 1Ocv 2 ，w 2xbv 1Odv 2  

とする。これらを一つにまとめて， 

w 1 w 2£ ¤x v1 v2£ ¤P  ただし，P は行列Px
a b
c dÃ Ä  

である。この行列 P を基底 V から基底 W への基底変換行列という。 

【注意 2.5.1】本によっては行列 P を基底 W から基底 V への座標変換行列ということもある。基底 V，

W の順序が逆になっていることに注意が必要である。 

混乱を避けるために本書では座標変換行列という言い方はしないで，以降は基底変換行列で統一する。
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（○旧基底）から（○新基底）への基底変換行列 P は「○新＝○旧 P 」と覚えるとよい。 

 

例 2.6 基底 V ＝
1

P2Ã Ä, P3
2Ã ÄÇ Èと W ＝

1
P6Ã Ä, P3

P2Ã ÄÇ Èに対して，基底 V から基底 W への基底変換行

列 P を求めよう。P の定義から， 

1 P3
P6 P2Ã Äx

1 P3
P2 2Ã ÄP  

であるから両辺に左から
1 P3

P2 2Ã ÄP1

xP
1
4

2 3
2 1Ã Äをかけることによって， 

PxP
1
4

2 3
2 1Ã Ä 1 P3

P6 P2Ã Äx
4 3
1 2Ã Ä  

である。■ 

 

命題 2.7 2 つの基底 V ＝{v 1 ，v 2 }と W ＝{w 1 ，w 2 }に対して，基底 V から基底 W への基底変換行列

を P とする。このとき，次の(1)，(2)の事項が成り立つ。 

(1) 行列 P は逆行列をもつ。 

(2) ベクトルp の，基底 V，W に関する座標ベクトルをそれぞれp V ，p W とすると， 

pVxP pW  

が成り立つ。 

［証明］(1) V，W は基底であるから{v 1 ，v 2 }，{w 1 ，w 2 }はそれぞれ 1 次独立である。したがって，行

列Vx v 1 v 2£ ¤ ，Wx w 1 w 2£ ¤ に対して，V ~0 かつW ~0 である。 

一方， w 1 w 2£ ¤x v1 v2£ ¤P であるからW x V P となり， P ~0 すなわち P は逆行列をもつ。 

(2) pVx
x
yÃ Ä，pWx

z
uÃ Ä とする。仮定より， 

pxxv1Oyv2 ，pxzw 1Ouw 2  

である。定義 2.5 と同じ記号を用いれば， 

w 1xav 1Ocv 2 ，w 2xbv 1Odv 2 ，Px
a b
c dÃ Ä  

であるから， 

pxzw 1Ouw2xz(av1Ocv2)Ou(bv1Odv2)x(azObu)v1O(czOdu)v2  

したがって， 

xv1Oyv2x(azObu)v1O(czOdu)v2  

である。系 0.4 より， 

x＝az＋bu，y＝cz＋du 

となるので， 

pVx
x
yÃ Äx

azObu
czOduÃ Äx

a b
c dÃ Ä z

uÃ ÄxP pW  
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である。■ 

 

2.2 1 次変換の表現行列 

 

例 1.4 で，2 点(2，1)，(3，2)が，それぞれ(1，3)，(2，4)に写る 1 次変換を表す行列 A はAx
0 1
2 P1Ã Ä

であることを見た。この問題を， 

（基底 V1 ＝
1
0Ã Ä, 0

1Ã ÄÇ Èに関して）座標ベクトル
2
1Ã Ä， 3

2Ã Äがそれぞれ
1
3Ã Ä， 2

4Ã Äに写る 1 次変換を表す行

列 A1を求めなさい。 

という問題とみなそう。もちろん答えはA1x
0 1
2 P1Ã Äである。 

基底を V2＝
2
1Ã Ä, 3

2Ã ÄÇ È，V3 ＝
1
0Ã Ä, 1

1Ã ÄÇ Èとすれば，この問題はそれぞれ（例題 2.3 を参考にすると）， 

（基底 V2＝
2
1Ã Ä, 3

2Ã ÄÇ Èに関して）座標ベクトル
1
0Ã Ä， 0

1Ã Äがそれぞれ
P7

5Ã Ä， P8
6Ã Äに写る 1 次変換を表

す行列 A2を求めなさい。 

 

（基底 V3 ＝
1
0Ã Ä, 1

1Ã ÄÇ Èに関して）座標ベクトル
1
1Ã Ä， 1

2Ã Äがそれぞれ
P2

3Ã Ä， P2
4Ã Äに写る 1 次変換を

表す行列 A3を求めなさい 

という問題になる。例 1.4 と同様にして解くと， 

A2x
P7 P8

5 6Ã Ä，A3x
P2 0

2 1Ã Ä  

となる。 

このように，基底を変えることによって座標ベクトルが変わり，1 次変換を表す行列は変わってくる。

そこで，基底変換と 1 次変換の関係について調べよう。 

 

f を 1 次変換とし，V ＝{v 1 ，v 2 }を基底とする。このとき， 

1 次変換 f によって任意のベクトルp が写る先f(p) は，基底の写る先f(v1) ，f(v2) によって決まる 

ということに気をつけよう。実際，pxxv1Oyv2 と表したとき， 

f(p)xf(xv1Oyv2)xxf(v1)Oyf(v2)  

であるからである。 

いま，f(v1) ，f(v2) の基底 V に関する座標ベクトルをそれぞれ
a
cÃ Ä ， b

dÃ Ä としよう。すなわち， 

f(v1)xav1Ocv2 ，f(v2)xbv1Odv2  

である。このとき， 
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f(v1) f(v2)£ ¤x av1Ocv2 bv1Odv2£ ¤x v1 v2£ ¤ a b
c dÃ Ä  

となる。そこで次のような定義をする。 

 

定義 2.8  f を 1 次変換とし，V ＝{v 1 ，v 2 }を基底とする。このとき， 

f(v1) f(v2)£ ¤x v1 v2£ ¤A  

となる行列 A を，基底 V に関する 1 次変換 f の表現行列という。 

【注意 2.8.1】基底として特に標準基底 V ＝
1
0Ã Ä, 0

1Ã ÄÇ Èを用いると， 

f
1
0Ã Ä f

0
1Ã ÄÃ Äx

1 0
0 1Ã ÄA  

となるので，注意 1.3.1 より標準基底に関する 1 次変換 f の表現行列は，f を表す行列に一致する。// 

 

例 2.9 例 1.4 で，2 点(2，1)，(3，2)が，それぞれ(1，3)，(2，4)に写る 1 次変換 f を考えた。そして，

V2＝
2
1Ã Ä, 3

2Ã ÄÇ Èは基底であった。そこで，1 次変換 f が， 

f
2
1Ã ÄÃ Äx

1
3Ã Ä，f

3
2Ã ÄÃ Äx

2
4Ã Ä  

をみたすとき，基底 V2＝
2
1Ã Ä, 3

2Ã ÄÇ Èに関する 1 次変換 f の表現行列 A を求めよう。定義より， 

1 2
3 4Ã Äx

2 3
1 2Ã ÄA  

であるから両辺に左から
2 3
1 2Ã ÄP1

x
2 P3

P1 2Ã Äをかけることによって， 

Ax
2 P3

P1 2Ã Ä 1 2
3 4Ã Äx

P7 P8
5 6Ã Ä  

となる。これは，先の A2に一致する。■ 

 

例題 2.10 V ＝{v 1 ，v 2 }を基底とする。1 次変換 f が次の条件をみたすとき，基底 V に関する 1 次変

換 f の表現行列を求めなさい。 

(1) f(v 1)x2v 1O3v 2 ，f(v 2)x3v 1Pv 2  

(2) f(v1)xP5v1 ，f(v2)x2v1P3v2  

(3) f によってv 1 はv 1 の 3 倍のベクトルに，v 2 はv 1 の 2倍にv 2 だけ平行移動したベクトルに写る。 

［解答］(1) 求める表現行列を A とすると，(f(v1) f(v2))x(v1 v2)A より， 

(2v1O3v2 3v1Pv2)x(v1 v2)A  

(v1 v2)
2 3
3 P1Ã Äx(v1 v2)A  

となる。ここで，v 1 ，v 2 は 1次独立だから命題 0.12(1)と定理 0.14(1)より行列(v1 v2) は逆行列をもつ。両辺
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に左から(v1 v2)P1 をかけて， 

Ax
2 3
3 P1Ã Ä  

である。 

(2) 求める表現行列を B とすると，(f(v1) f(v2))x(v 1 v2)B より， 

(P5v1 2v1P3v2)x(v1 v2)B  

(v1 v2)
P5 2

0 P3Ã Äx(v1 v2)B  

となる。同様にして， 

Bx
P5 2

0 P3Ã Ä  

である。 

(3) 求める表現行列を C とする。この条件は 

f(v 1)x3v 1 ，f(v2)x2v1Ov2  

ということである。(f(v1) f(v2))x(v1 v2)C より， 

(3v1 2v1Ov2)x(v1 v2)C  

(v1 v2)
3 2
0 1Ã Äx(v1 v2)C  

となる。同様にして， 

Cx
3 2
0 1Ã Ä  

である。■ 

 

例 2.9 において，2 点(2，1)，(3，2)の写る先すなわち基底 V2＝
2
1Ã Ä, 3

2Ã ÄÇ Èの写る先がわかっているから

定義 2.8 の式に直接代入できた。それでは写る先のわからない他の基底，たとえば V3 ＝
1
0Ã Ä, 1

1Ã ÄÇ Èの場合

はどうすればよいだろうか。このことについて，次の定理がある。 

 

定理 2.11 V ＝{v 1 ，v 2 }と W ＝{w 1 ，w 2 }を 2 つの基底とし，P を基底 V から基底 W への基底変換行

列とする。すなわち， 

(w 1 w 2)x(v1 v2)P  

とする。 

f を 1 次変換とし，基底 V，W に関する 1 次変換 f の表現行列をそれぞれ A，B とする。すなわち， 

(f(v1) f(v2))x(v1 v2)A ，(f(w 1) f(w 2))x(w 1 w 2)B  

とする。このとき， 

BxPP1AP  

が成り立つ。 
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［証明］Px
a b
c dÃ Ä とする。このとき， 

w 1xav 1Ocv 2 ，w 2xbv 1Odv 2  

である。 

さて，(f(w 1) f(w 2))x(w 1 w 2)B において， 

(左辺)＝(f(av1Ocv2) f(bv1Odv2))  

＝(af(v1)Ocf(v2) bf(v1)Odf(v2))  

＝(f(v1) f(v2))
a b
c dÃ Ä  

＝(f(v 1) f(v 2))P  

＝(v 1 v 2)AP  

(右辺)＝(v 1 v 2)PB  

である。したがって， 

(v1 v2)APx(v 1 v2)PB  

となる。ここで，v 1 ，v 2 は 1 次独立であるから命題 0.12(1)と定理 0.14(1)より行列(v1 v2) は逆行列をもつ。

P も逆行列をもつので，両辺に左からP P1(v 1 v 2) P1 をかけることによって，BxPP1AP となる。■ 

 

【イメージ】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ・p W  

 

 

 

 ・pVxP pW  

・P P1AP p W  

・pVxP pW  ・AP pW  

P  P P1  

BxP P1AP  

A  

基底 

W ＝{w 1 ，w 2 } 

基底 

V ＝{v 1 ，v 2 } 

(w1,w 2)x(v1,v2)P  

(f(v 1),f(v2))x(v 1,v 2)A  
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例 2.12 1 次変換 f が， 

f
2
1Ã ÄÃ Äx

1
3Ã Ä，f

3
2Ã ÄÃ Äx

2
4Ã Ä  

をみたすとき，基底 V3 ＝
1
0Ã Ä, 1

1Ã ÄÇ Èに関する 1 次変換 f の表現行列 B を求めよう。 

基底 V2＝
2
1Ã Ä, 3

2Ã ÄÇ Èから基底 V3への基底変換行列は例 2.4 より，Px
2 P1

P1 1Ã Äであった。また，基底

V2に関する 1 次変換 f の表現行列は例 2.9 よりAx
P7 P8

5 6Ã Äであった。したがって，定理 2.11 より，基

底 V3に関する 1 次変換 f の表現行列 B は， 

BxPP1AP  

＝
2 P1

P1 1Ã ÄP1 P7 P8
5 6Ã Ä 2 P1

P1 1Ã Ä  

＝
1 1
1 2Ã Ä P7 P8

5 6Ã Ä 2 P1
P1 1Ã Ä  

＝
1 1
1 2Ã Ä P6 P1

4 1Ã Ä  

＝
P2 0

2 1Ã Ä  

となる。これは，先のA 3 に一致する。■ 

 

例題 2.13 基底 V ＝
1
0Ã Ä, 0

1Ã ÄÇ Èに関する 1 次変換 f の表現行列をAx
1
5

1 P6
P4 P1Ã Äとする。このとき，基

底 W ＝
3

P2Ã Ä, 1
1Ã ÄÇ Èに関する 1 次変換 f の表現行列 B を求めなさい。 

［解答］基底 V から基底 W への基底変換行列 P を求める。 

3 1
P2 1Ã Äx

1 0
0 1Ã ÄP  

より，Px
3 1

P2 1Ã Äである。 

したがって，定理 2.11 より，基底 W に関する 1 次変換 f の表現行列 B は， 

BxPP1AP  

＝
3 1

P2 1Ã ÄP1 1
5

1 P6
P4 P1Ã Ä 3 1

P2 1Ã Ä  

＝
1
25

1 P1
2 3Ã Ä 1 P6

P4 P1Ã Ä 3 1
P2 1Ã Ä  

＝
1
25

1 P1
2 3Ã Ä 15 P5

P10 P5Ã Ä  
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＝
1
25

25 0
0 P25Ã Ä  

＝
1 0
0 P1Ã Ä  

である。■ 

例題 2.13 の図形的意味を考えよう。 

例 2.2 のあとに述べたように，基底 V，W に関する座標ベクトルをそ

れぞれ V（x-y）座標平面上の点，W （u-v）座標平面上の点と考える。ベ

クトルp の表す点を P とし，その座標をそれぞれ(x，y)V，(u，v)W とす

る。また，f(p) の表す点をP´とし，その座標をそれぞれ(x´，y´ )V，(u´，

v´ )Wとする。この表記を用いると， 

x´
y´Ã Äx

1
5

1 P6
P4 P1Ã Ä x

yÃ Ä， u´
v´Ã ÄxB

u
vÃ Ä  

と表される。このとき， 

主張 2.13.1 (1) PP´は v 軸に平行である。 

(2) 線分PP´の中点 M は u 軸上にある。 

［証明］(1) 
x´
y´Ã Äx

1
5

1 P6
P4 P1Ã Ä x

yÃ Äより，x´x
xP6y

5
，y´x

P4xPy
5

であるから， 

PP´x

xP6y
5

Px

P4xPy
5

Py
Ã Äx

P4xP6y
5

1
1Ã Ä  

は
1
1Ã Ä に平行なので v 軸に平行である。 

(2) M の座標は
xO

xP6y
5

2
,
yO

P4xPy
5

2
Ã Ä

V

すなわち
3xP3y

5
,

P2xO2y
5Ã Ä

V
である。OMは

3
P2Ã Äに平行なので u 軸上にある。■ 

このことから W （u-v）座標平面で考えると，点 P に対して点P´は，u 成分は変わらず，v 成分は符号

が変わる。すなわち， 

u´
v´Ã Äx

1 0
0 P1Ã Ä u

vÃ Ä  

ということである。 

 

【演習問題 2】 

 

［2-1］次のベクトルをv1x
P1

1Ã Ä ，v2x
1
2Ã Äを用いて表しなさい。 

O x

y v

u

P

P´

M
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(1) px
P1

4Ã Ä    (2) qx
4
5Ã Ä    (3) rx

2
P2Ã Ä  

 

［2-2］次の 1 次変換 f の，基底 V＝
1
2Ã Ä, 2

3Ã ÄÇ Èに関する表現行列 A を求めなさい。 

(1) f
x
yÃ ÄÃ Äx

xPy
xO2yÃ Ä    (2) f

x
yÃ ÄÃ Äx

0
yÃ Ä  

 

［2-3］1 次変換 f の，基底 V＝
1
1Ã Ä, 2

1Ã ÄÇ Èに関する表現行列が
1 0
0 4Ã Äであるとき，f を表す行列を求めな

さい。 

 

［2-4］1 次変換 f を表す行列 A が，A~O ，A2xOをみたすとする。v をAv~0 なるベクトルとする。

このとき次の各問いに答えなさい。 

(1) V＝ v,Av« ¬ は基底になることを証明しなさい。 

(2) 1 次変換 f の，この基底 V に関する表現行列 B を求めなさい。 

 

［2-5］行列 A はA2xE，A~EE をみたすとする。このとき，ある行列 P があって，PP1APx
1 0
0 P1Ã Ä

となることを証明しなさい。 
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第 3章 行列の標準化 

 

本章では，1次変換に対して基底をうまく変更することによってその表現行列をわかりやすい形にしよ

うということを目的とする。すでに例題 2.13 で見たように，1 次変換 fは， 

基底 V ＝
1
0Ã Ä, 0

1Ã ÄÇ Èに関する fの表現行列はAx
1
5

1 P6
P4 P1Ã Ä  

基底 W ＝
3

P2Ã Ä, 1
1Ã ÄÇ Èに関する fの表現行列はBx

1 0
0 P1Ã Ä  

というように，基底を V から Wに変更することによって表現行列が見やすくなった。 

3.1 節では，行列に対してそれに付随する固有値，固有ベクトルという概念を述べる。 

3.2 節では，固有ベクトルを基にした基底を 1 つ定め，行列を標準化する，つまりわかりやすい形に変

更することについて述べる。 

3.3 節では，行列の標準化の応用として，特に対角化可能な行列に対して行列のべき乗を求める計算に

ついて述べる。この方法は高等学校の受験参考書にもよく記述されている。 

 

3.1 固有値と固有ベクトル 

 

この節では，1 次変換によって自分自身の定数倍に写るようなベクトルを考える。 

 

定義 3.1 行列 Aに対して， 

Avx¸v  

をみたす実数¸とベクトルv（v~0 ）が存在するとき，¸を Aの固有値，v を¸に対する Aの固有ベクト

ルという。 

 

命題 3.2 行列Ax
a b
c dÃ Äに対して次の(1)，(2)の事項が成り立つ。 

(1) 実数¸において，¸に対する Aの固有ベクトルv は， 

(AP¸E)vx0 （Eは単位行列） 

のv~0 なる解である。 

(2) 固有値¸は 2 次方程式 

t2P(aOd)tO(adPbc)x0  

の実数解である。 

［2 次式©A(t)xt2P(aOd)tO(adPbc) を Aの固有多項式，2 次方程式©A(t)x0 を Aの固有方程式

という。］ 

［証明］(1) Avx¸v  ⇔ Avx¸Ev  ⇔ (AP¸E)vx0  より明らか。 

(2) Aの固有値¸が存在する ⇔ (AP¸E)vx0 がv~0 なる解をもつ 

と，命題 0.16(2)に注意すれば，固有値は tについての方程式APtE x0 の解である。ここで， 
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APtE x
aPt b

c dPtÃ Ä x(aPt)(dPt)Pbcxt2P(aOd)tO(adPbc)  

であるから，固有値は tについての 2 次方程式 

t2P(aOd)tO(adPbc)x0  

の実数解である。■ 

 

定義 3.3 Aを行列とする。Aの固有値¸に対して， 

E(¸)x vj(AP¸E)vx0« ¬  

とおき，¸に対する Aの固有空間という。 

 

例 3.4 次の(1)～(3)の行列に対して，固有値と，その固有値に対する固有ベクトル，固有空間を求め

よう。 

(1) Ax
1 3
2 2Ã Ä    (2) Bx

6 P4
4 P2Ã Ä    (3) Cx

3 P7
1 P1Ã Ä  

(1) まず，固有値を求める。固有方程式は，t2－(1＋2)t＋(1×2－3×2)＝0 すなわち， 

t2－3t－4＝0 

である。これより，固有値は－1 と 4 である。 

次に固有ベクトルを求める。 

(i) 固有値－1 のとき，(AO1E)ux0 より， 

2 3
2 3Ã Ävx

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルはux
3t

P2tÃ Äである（tは 0 と異なる任意の実数）。 

(ii) 固有値 4 のとき，(AP4E)vx0 より， 

P3 3
2 P2Ã Ävx

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルはvx
t
tÃ Ä である（tは 0 と異なる任意の

実数）。 

このことから固有空間は， 

E(－1)＝
3t

P2tÃ Äjtはすべての実数Ç È  

E(4)＝
t
tÃ Äjtはすべての実数Ç È  

である。すなわちこれらは右の図の直線を表す。 

なお，固有空間の定義から，行列 Aによって定まる 1 次変換によって， 

E(－1)のベクトルはそれを－1 倍したベクトルに写る 

E(4)のベクトルはそれを 4 倍したベクトルに写る 

v

u

E(4)
E(P1)

O x

y 4v

Pu

4倍-1倍
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ことがわかるであろう。 

(2) まず，固有値を求める。固有方程式は，t2－{6＋(－2)}t＋{6×(－2)－(－4)×4}＝0 すなわち， 

t2－4t＋4＝0 

である。これより，固有値は 2 のみである。 

次に固有ベクトルを求める。(AP2E)ux0 より， 

4 P4
4 P4Ã Äux

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルはux
t
tÃ Ä である（tは 0 と異なる任意の実数）。 

このことから固有空間は， 

E(2)＝
t
tÃ Äjtはすべての実数Ç È  

である。 

なお，(1)の場合と同様に，固有空間の定義から，行列 Aによって定まる 1 次変換によって， 

E(2)のベクトルはそれを 2 倍したベクトルに写る 

ことがわかるであろう。 

(3) まず，固有値を求める。固有方程式は，t2－{3＋(－1)}t＋{3×(－1)－(－7)×1}＝0 すなわち， 

t2－2t＋4＝0 

である。この 2 次方程式を解くと，t＝1± 3 iと虚数解になるので固有値，固有ベクトル，固有空間は

存在しない。 

なお，形式的に複素数を認めるとする。このとき，固有値は 1＋ 3 iと 1－ 3 iである。 

次に固有ベクトルを求める。 

(i) 固有値 1＋ 3 iのとき，fAP(1O 3 i)EgvOx0 より， 

2P 3 i P7

1 P2P 3 i
Ã Äv Ox

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルはv Ox
(2O 3 i)t

t
Ã Äである（tは 0 と異なる任意の複素数）。 

(ii) 固有値 1－ 3 iのとき，fAP(1P 3 i)EgvPx0 より， 

2O 3 i P7

1 P2O 3 i
Ã Äv Px

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルはv Px
(2P 3 i)t

t
Ã Äである（tは 0 と異なる任意の複素数）。 

このことから固有空間は， 

E(1＋2i)＝
(2O 3 i)t

t
Ã Äjtはすべての複素数Ç È  

E(1－2i)＝
(2P 3 i)t

t
Ã Äjtはすべての複素数Ç È  

である。■ 
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3.2 行列の標準化 

 

この節では次の定理 3.5～定理 3.7 を証明する。いずれの場合も固有ベクトルやそれをもとにしたベク

トルを用いた基底 W ＝{u ，v }で，標準基底から基底 W への基底変換行列を Pとしている。この基底 W 

＝{u ，v }に関する 1 次変換の表現行列として行列を見やすくしているのである。 

 

定理 3.5 （異なる 2 つの実固有値をもつ場合）行列 Aが異なる 2 つの実固有値¸，¹をもつとする。 

¸，¹に対する固有ベクトルの 1 つをそれぞれu ，v とし，行列 Pを P＝ u v£ ¤ とする。このとき， 

PP1APx
¸ 0
0 ¹Ã Ä  

となる。 

 

定理 3.6 （1 つの実固有値をもつ場合）行列 Aが 1 つの実固有値¸をもつとする。 

(1) AP¸ExOのとき 

Ax
¸ 0
0 ¸Ã Ä  

である。 

(2) AP¸E~Oのとき 

次の手順で行列 Pを定める。 

(i) (AP¸E)v~0 となる任意のベクトルv を一つ取り固定する。 

(ii) ux(AP¸E)v とする。 

(iii) P＝ u v£ ¤ とする。 

このとき， 

PP1APx
¸ 1
0 ¸Ã Ä  

となる。 

 

なお，行列 Aの成分はすべて実数であるが，固有方程式が異なる 2 つの虚数解をもつ場合もある。こ

の場合，実数の代わりに複素数で考えることによって，固有値や固有ベクトルなど，今までの議論は複素

数のままで同様に考えることができる。 

行列 Aの成分はすべて実数で，異なる 2 つの虚固有値をもつ場合については次の定理が成り立つ。 

 

定理 3.7 （異なる 2 つの虚固有値をもつ場合）行列 Aが異なる 2 つの虚固有値®Oi¯，®Pi¯，（®，

¯は実数，¯~0 ）をもつとする。 

®Oi¯に対する固有ベクトルの 1 つをvOx
aOib
cOidÃ Ä（a，bは実数）とする。このときvPx

aPib
cPidÃ Ä は

®Pi¯に対する固有ベクトルになる。 
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さらに，ux
1
2

(vOOvP) ，vx
i
2

(v OPv P) とすると，u ，v の成分は実数で，行列 Pを P＝ u v£ ¤ と

すると， 

PP1APx
® P¯
¯ ®Ã Ä  

となる。 

 

定義 3.8 行列 Aに対して Aを定理 3.5～定理 3.7 のように， 

(i) 
¸ 0
0 ¹Ã Ä    (ii) 

¸ 1
0 ¸Ã Ä    (iii) 

® P¯
¯ ®Ã Ä  

のいずれかの形に変形することを，Aを標準化するといい，特に，(i)の形に変形することを対角化すると

いう。 

また，この形の行列を Aの標準形といい，特に，(ii)の行列を Aのジョルダン標準形という。 

 

定理 3.5～定理 3.7 を証明する前に例を示す。 

 

例 3.9 （例 3.4 の続き）次の(1)～(3)の行列に対して，標準形で表そう。 

(1) Ax
1 3
2 2Ã Ä    (2) Bx

6 P4
4 P2Ã Ä    (3) Cx

3 P7
1 P1Ã Ä  

(1) 行列Ax
1 3
2 2Ã Äについて，A の固有値は－1 と 4 であるから，定理 3.5 の異なる 2 つの実固有値を

もつ場合である。 

－1，4 に対する固有ベクトルの 1 つをそれぞれux
3

P2Ã Ä，vx
1
1Ã Äとし（いずれも t＝1 とした），行列

PをPx(u v)x
3 1

P2 1Ã Äとする。このとき， 

PP1AP ＝
3 1

P2 1Ã ÄP1 1 3
2 2Ã Ä 3 1

P2 1Ã Ä  

＝
1
5

1 P1
2 3Ã Ä 1 3

2 2Ã Ä 3 1
P2 1Ã Ä  

＝
1
5

1 P1
2 3Ã Ä P3 4

2 4Ã Ä  

＝
1
5

P5 0
0 20Ã Ä  

＝
P1 0

0 4Ã Ä  

である。 

(2) 行列Bx
6 P4
4 P2Ã Äについて，B の固有値は 2 のみであるから，定理 3.6 の 1 つの実固有値をもつ場
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合である。さらに，BP2Ex
4 P4
4 P4Ã Ä~Oであるから(2)の場合である。 

(i) まずは(BP2E)v~0 となる任意のベクトルv を一つ取ろう。たとえばvx
1
0Ã Äとする。 

(ii) ux(BP2E)v より，ux
4 P4
4 P4Ã Ä 1

0Ã Äx
4
4Ã Äである。 

(iii) P＝ u v£ ¤ より，Px
4 1
4 0Ã Äである。 

このとき， 

PP1BP ＝
4 1
4 0Ã ÄP1 6 P4

4 P2Ã Ä 4 1
4 0Ã Ä  

＝
1

P4
0 P1

P4 4Ã Ä 6 P4
4 P2Ã Ä 4 1

4 0Ã Ä  

＝
1

P4
0 P1

P4 4Ã Ä 8 6
8 4Ã Ä  

＝
1

P4
P8 P4

0 P8Ã Ä  

＝
2 1
0 2Ã Ä  

である。 

(3) 行列Cx
3 P7
1 P1Ã Äについて，Cの固有値は t＝1± 3 iであるから，定理 3.7 の場合である。 

1＋ 3 ii に対する固有ベクトルの 1 つをv Ox
2O 3 i

1
Ã Ä とする（ t＝1 とした）。このとき

v Px
2P 3 i

1
Ã Äは 1－ 3 iに対する固有ベクトルになる。さらに， 

ux
1
2

(vOOvP)x
1
2

2O 3 i

1
Ã ÄO

2P 3 i

1
Ã ÄÇ Èx

2
1Ã Ä  

vx
i
2

(vOPvP)x
i
2

2O 3 i

1
Ã ÄP

2P 3 i

1
Ã ÄÇ Èx P 3

0
Ã Ä  

とし，行列 PをPx(u v)x
2 P 3

1 0
Ã Äとする。このとき， 

PP1CP ＝
2 P 3

1 0
Ã ÄP1 3 P7

1 P1Ã Ä 2 P 3

1 0
Ã Ä  

＝
1

3

0 3

P1 2
Ã Ä 3 P7

1 P1Ã Ä 2 P 3

1 0
Ã Ä  

＝
1

3

0 3

P1 2
Ã Ä P1 P3 3

1 P 3
Ã Ä  
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＝ 1

3

3 P3

3 3
Ã Ä  

＝
1 P 3

3 1
Ã Ä  

である。■ 

 

例 3.9(1)，(2)の結果は図形的には何を意味しているのか考えよう。 

(1)について，基底を行列 A の固有値－1，4 に対する固有ベクトルにとろう。つまり，基底 V ＝

3
P2Ã Ä, 1

1Ã ÄÇ Èとする。例 3.4 で述べたように，行列 Aによって定まる 1 次変換によって， 

ux
3

P2Ã Äは（E(－1)のベクトルであるので）それを－1 倍したベクトルに写る 

vx
1
1Ã Äは（E(4)のベクトルであるので）それを 4 倍したベクトルに写る 

ので，基底 V 1＝
3

P2Ã Ä, 1
1Ã ÄÇ Èに関するこの 1 次変換の表現行列は

P1 0
0 4Ã Äとなる。 

(2)について，まず，ux
4
4Ã Äは行列 Aの固有値 2 に対する固有ベクトルであることに注意しよう。これ

はたまたまではなく，必ずそうなるのである（主張 3.6.1 参照）。(1)と同様に， 

ux
4
4Ã Äは（E(2)のベクトルであるので）それを 2 倍したベクトルに写る 

のである。次に，vx
1
0Ã Äについて，ux(BP2E)v であるから，Bvx2vOu である。つまり 

vx
1
0Ã Äはそれを 2 倍したベクトルにu だけ平行移動したベクトルに写る 

のである。したがって基底 V2 ＝
4
4Ã Ä, 1

0Ã ÄÇ Èに関するこの 1 次変換の表現行列は
2 1
0 2Ã Äとなる。 

 

定理 3.5～定理 3.7 を証明するために補題を 2 つ準備する。 

 

補題 3.10 行列 Aが異なる 2 つの実固有値¸，¹をもつとし，¸，¹に対する固有ベクトルの 1 つをそ

れぞれu ，v とする。このとき，u ，v は 1 次独立である。 

［証明］xuOyvx0  … ① とする。 

①の両辺を Aで写すと，A(xuOyv)xA0 よりxAuOyAvx0 であるが，u ，v は Aの固有ベクトル

であるから， 

x¸uOy¹vx0  … ② 

である。②－①×¹より， 

x(¸P¹)ux0  
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となるが，¸~¹，u~0 より x＝0 である。①に代入して y＝0 である。 

命題 0.3（6）よりu ，v は 1 次独立である。■ 

 

一般に，行列 Aと 2 次式©(t)xat2ObtOcに対して，行列©(A) を， 

©(A)xaA2ObAOcE  

で定義する。 

 

補題 3.11 （ハミルトン-ケーリーの定理）行列 Aの固有多項式を©A(t) とすれば，©A(A)xO である。 

［証明］行列Ax
a b
c dÃ Äに対して©A(t)xt2P(aOd)tO(adPbc) であるから， 

©A(A)xA2P(aOd)AO(adPbc)E  

である。ここで， 

A2x
a b
c dÃ Ä a b

c dÃ Äx
a2Obc abObd
acOcd bcOd2Ã Ä  

であるから， 

©A(A) ＝
a2Obc abObd
acOcd bcOd2Ã ÄP(aOd)

a b
c dÃ ÄO(adPbc)

1 0
0 1Ã Ä  

＝
a2Obc abObd
acOcd bcOd2Ã ÄP

a2Oad abObd
acOcd adOd2Ã ÄO

adPbc 0
0 adPbcÃ Ä  

＝
0 0
0 0Ã ÄxO  

となる。よって等式は成り立つ。■ 

このハミルトン-ケーリーの定理は，いまは定理を証明するための補題としての役割しか果たさないが，

演習問題を解くときに威力を発揮するのでぜひ覚えておいていただきたい。また，第 6 章 6.3 節でも再び

考察する。 

 

［定理 3.5 の証明］u，v はそれぞれ¸，¹に対する固有ベクトルであるから， 

Aux¸u ，Avx¹v  

である。P＝ u v£ ¤ であるから， 

APxA(u v)x(¸u ¹v)x(u v)
¸ 0
0 ¹Ã ÄxP

¸ 0
0 ¹Ã Ä  

である。補題 3.10 より，u ，v は 1 次独立であるから P＝ u v£ ¤ は逆行列をもつ。両辺に左からP P1 をか

けると， 

PP1APx
¸ 0
0 ¹Ã Ä  

となる。■ 

 

［定理 3.6 の証明］(1) は明らか。 
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(2) AP¸E~Oより，(i)の(AP¸E)v~0 となるベクトルv は存在する。(ii)のようにu を定義すると，(i)

よりu~0 である。 

主張 3.6.1 (AP¸E)ux0  

［証明］Aの固有値は¸のみであるから，その固有多項式©A(t)は， 

©A(t)x(tP¸)2xt2P2¸tO¸2  

である。ハミルトン-ケーリーの定理（補題 3.11）より©A(A)xOであるから， 

A2P2¸AO¸2ExO  

である。したがって， 

(AP¸E)ux(AP¸E)(AP¸E)vx(A2P2¸AO¸ 2E)vxOvx0 ■ 

したがって， 

(AP¸E)P ＝((AP¸E)u (AP¸E)v)  

＝(0 u)  

＝(u v)
0 1
0 0Ã Ä  

＝P
0 1
0 0Ã Ä  

である。 

主張 3.6.2 Pは逆行列をもつ 

［証明］P＝ u v£ ¤ であるから，u とv が 1 次独立であることを示せばよい。 

uとv が 1 次従属であると仮定すると，vxku となる 0 でない実数 kがある。このとき， 

(AP¸E)vx(AP¸E)(ku)xk(AP¸E)ux0  

となり，(i)に矛盾する。■ 

両辺に左からP P1 をかけると， 

PP1(AP¸E)Px
0 1
0 0Ã Ä  

となる。ここで， 

左辺＝PP1APPPP1(¸E)PxPP1APP
¸ 0
0 ¸Ã Ä  

であるから，PP1APP
¸ 0
0 ¸Ã Äx

0 1
0 0Ã Äすなわち， 

PP1APx
¸ 1
0 ¸Ã Ä  

である。■ 

 

［定理 3.7 の証明］（前半）（形式的に）vOx
aOib
cOidÃ Ä は®Oi¯ に対する固有ベクトルなので，

AvOx(®Oi¯)vO すなわち， 
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A
aOib
cOidÃ Äx(®Oi¯)

aOib
cOidÃ Ä  

である。これより， 

A
a
cÃ ÄOiA

b
dÃ Äx

(®aP¯b)Oi(®bO¯a)
(®cP¯d)Oi(®dO¯c)Ã Ä  

となるので実部と虚部を比較することによって， 

A
a
cÃ Äx

®aP¯b
®cP¯dÃ Ä ，A

b
dÃ Äx

®bO¯a
®dO¯cÃ Ä  

である。このとき， 

AvP ＝A
aPib
cPidÃ Ä  

＝A
a
cÃ ÄPiA

b
dÃ Ä  

＝
®aP¯b
®cP¯dÃ ÄPi

®bO¯a
®dO¯cÃ Ä  

＝
(®aP¯b)Pi(®bO¯a)
(®cP¯d)Pi(®dO¯c)Ã Ä  

＝(®Pi¯)
aPib
cPidÃ Ä  

＝(®Pi¯)vP  

となる。 

（後半）vOx
aOib
cOidÃ Ä ，vPx

aPib
cPidÃ Ä （a，bは実数）であるから， 

ux
1
2

(vOOvP) ＝
1
2

aOib
cOidÃ ÄO

aPib
cPidÃ ÄÇ Èx

a
cÃ Ä  

vx
i
2

(v OPv P) ＝
i
2

aOib
cOidÃ ÄP

aPib
cPidÃ ÄÇ Èx

Pb

PdÃ Ä  

となり，これらの成分は実数である。さらに， 

Aux
1
2

(AvOOAvP)x
1
2

f(®Oi¯)vOO(®Pi¯)vPg  

 x
1
2
®(v OOv P)O

i
2
¯(v OPv P)x®uO¯v  

Avx
i
2

(Av OPAv P)x
i
2

f(®Oi¯)v OP(®Pi¯)v Pg  

 x
i
2
®(v OPv P)P

1
2
¯(v OOv P)xP¯uO®v  

であるから， 

APxA u v£ ¤x ®uO¯v P¯uO®v£ ¤x u v£ ¤ ® P¯
¯ ®Ã ÄxP

® P¯
¯ ®Ã Ä  
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である。 

主張 3.7.1 Pは逆行列をもつ 

［証明］P＝ u v£ ¤ であるから，u とv が 1 次独立であることを示せばよい。 

xuOyvx0 とする（x，y は複素数）。このとき
x
2

(v OOv P)O
yi
2

(v OPv P)x0 すなわち，

1
2

(xOyi)vOO
1
2

(xPyi)vPx0  

である。 

補題 3.10 より，v O ，vP は 1 次独立である（補題 3.10 は固有値が複素数の場合にも成り立

つ）から 

x＋yi＝0  …①  x－yi＝0  …② 

となる。①＋②より x＝0 が，①－②より y＝0 が得られる。 

したがってuとv は 1 次独立である。■ 

両辺に左からP P1 をかけると， 

PP1APx
® P¯
¯ ®Ã Ä  

となる。■ 

 

3.3 行列のべき乗 (1) 

 

定理 3.5～定理 3.7 の応用例として，行列のべき乗を求めることができる。まず， 

［1］ (PP1AP)2x(PP1AP)(PP1AP)xPP1AEAPxPP1A2P  

(PP1AP)3x(PP1A2P)(PP1AP)xPP1A2EAPxPP1A3P  

…（以下同様にして） 

(PP1AP)nx(PP1AnP1P)(PP1AP)xPP1AnP1EAPxPP1AnP  

となることに注意しよう。 

また，行列の標準形のべき乗について， 

［2］(i) A＝
¸ 0
0 ¹Ã Äに対して， 

A2x
¸ 0
0 ¹Ã Ä ¸ 0

0 ¹Ã Äx
¸2 0
0 ¹2Ã Ä  

A3x
¸2 0
0 ¹2Ã Ä ¸ 0

0 ¹Ã Äx
¸3 0
0 ¹3Ã Ä  

…（以下同様にして） 

Anx
¸nP1 0

0 ¹nP1Ã Ä ¸ 0
0 ¹Ã Äx

¸n 0
0 ¹nÃ Ä  

(ii) A＝
¸ 1
0 ¸Ã Äに対して， 
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A2x
¸ 1
0 ¸Ã Ä ¸ 1

0 ¸Ã Äx
¸ 2 2¸
0 ¸ 2Ã Ä  

A3x
¸2 2¸
0 ¸2Ã Ä ¸ 1

0 ¸Ã Äx
¸3 3¸2

0 ¸ 3Ã Ä  

…（以下同様にして） 

Anx
¸nP1 (nP1)¸nP2

0 ¸nP1Ã Ä ¸ 1
0 ¸Ã Äx

¸n n¸nP1

0 ¸nÃ Ä  

(iii) A＝
® P¯
¯ ®Ã Äに対して， 

A＝r
cosµ Psinµ
sinµ cosµÃ Ä  

と表すことができる。ただし，rx ®2O¯2 ，cosµx
®

®2O¯2
，sinµx

¯

®2O¯2
である。ここで注

意 1.12.1(2)に気をつければ， 

A2xr
cosµ Psinµ
sinµ cosµÃ Är cosµ Psinµ

sinµ cosµÃ Ä＝r2 cos2µ Psin2µ
sin2µ cos2µÃ Ä  

A3xr2 cos2µ Psin2µ
sin2µ cos2µÃ Är

cosµ Psinµ
sinµ cosµÃ Ä＝r3 cos3µ Psin3µ

sin3µ cos3µÃ Ä  

…（以下同様にして） 

AnxrnP1
cos(nP1)µ Psin(nP1)µ
sin(nP1)µ cos(nP1)µÃ Är cosµ Psinµ

sinµ cosµÃ Ä＝rn cosnµ Psinnµ
sinnµ cosnµÃ Ä  

となる。 

 

例題 3.12 nを正の整数とする。次の(1)～(3)の行列に対して，行列の n乗を求めなさい。 

(1) Ax
1 3
2 2Ã Ä    (2) Bx

6 P4
4 P2Ã Ä    (3) Cx

3 P7
1 P1Ã Ä  

［解答］（これらの行列は例 3.4，例 3.9 のものと同じである。） 

(1) 例 3.9(1)より，Px
3 1

P2 1Ã Äとすると，PP1AP ＝
P1 0

0 4Ã Äである。両辺を n乗すると， 

PP1AnP ＝
(P1)n 0

0 4nÃ Ä  

となる。したがって， 

An ＝P
(P1)n 0

0 4nÃ ÄPP1  

＝
3 1

P2 1Ã Ä (P1)n 0
0 4nÃ Ä 1

5
1 P1
2 3Ã Ä  

＝
1
5

3 1
P2 1Ã Ä (P1)n P(P1)n

2A4n 3A4nÃ Ä  
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＝
1
5

3A(P1)nO2A4n P3A(P1)nO3A4n

P2A(P1)nO2A4n 2A(P1)nO3A4nÃ Ä  

となる。 

(2) 例 3.9(2)より，Px
4 1
4 0Ã Äとすると，PP1BP ＝

2 1
0 2Ã Äである。両辺を n乗すると， 

PP1BnP ＝
2 n n2 nP1

0 2 nÃ Ä  

となる。したがって， 

Bn ＝P
2 n n2 nP1

0 2 nÃ ÄP P1  

＝
4 1
4 0Ã Ä 2 n n2nP1

0 2nÃ Ä 1
P4

0 P1
P4 4Ã Ä  

＝
1

P4
4 1
4 0Ã Ä P4n2nP1 P2 nO4n2nP1

P4@2 n 4@2 nÃ Ä  

＝
1

P4
P16n2nP1P4@2n 16n2nP1

P16n2nP1 P4@2nO16n2nP1Ã Ä  

＝
4n2nP1O2n P4n2nP1

4n2nP1 2nP4n2nP1Ã Ä  

＝
(2nO1)2n Pn2nO1

n2nO1 (P2nO1)2nÃ Ä  

となる。 

(3) 例 3.9(3)より，Px
2 P 3

1 0
Ã Äとすると，PP1CP ＝

1 P 3

3 1
Ã Ä である。ここで， 

1 P 3

3 1
Ã Ä ＝2

1
2 P

3
2

3
2

1
2

Ã Ä＝2
cos60¸ Psin60¸
sin60¸ cos60¸Ã Ä  

である。両辺を n乗すると， 

PP1CnP ＝2n cos(60¸An) Psin(60¸An)
sin(60¸An) cos(60¸An)Ã Ä  

となる。したがって， 

Cn ＝P 2n cos(60¸An) Psin(60¸An)
sin(60¸An) cos(60¸An)Ã ÄPP1  

＝
2 P 3

1 0
Ã Ä2n cos(60¸An) Psin(60¸An)

sin(60¸An) cos(60¸An)Ã Ä 1

3

0 3

P1 2
Ã Ä  

＝
2 n

3

2 P 3

1 0
Ã Ä sin(60¸An) 3 cos(60¸An)P2sin(60¸An)

Pcos(60¸An) 3 sin(60¸An)O2cos(60¸An)
Ã Ä  

＝ 2n

3

2sin(60¸An)O 3 cos(60¸An) P7sin(60¸An)

sin(60¸An) 3 cos(60¸An)P2sin(60¸An)
Ã Ä  
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となる。■ 

 

【演習問題 3】 

 

［3-1］次の行列の固有値と，その固有値に対する固有ベクトルを求め，標準形で表しなさい。 

(1) Ax
3 2

P1 0Ã Ä    (2) Bx
4 P3
3 P2Ã Ä  

 

［3-2］Ax
2 1

P7 P3Ã Äとする。次の多項式f(t) に対して，行列f(A) を求めなさい。 

(1) f(t)xt20    (2) f(t)xt11Ot7P2  

 

［3-3］行列 Aの固有値を¸，¹とするとき，traceAx¸O¹であることを証明しなさい。 

 

［3-4］A，Bを行列とする。A，Bのいずれか一方が逆行列をもつとき，ABと BAの固有多項式は一

致することを証明しなさい。 

 

［3-5］行列 Aの固有値を¸，¹とする。このとき次の(1)，(2)の事項を証明しなさい。 

(1) Aが逆行列をもつ ⇔ ¸~0 かつ¹~0  

(2) A2＝O ⇔ ¸x¹x0  



- 50 - 

 

第 4章 行列のスペクトル分解 

 

本章では，行列が異なる 2 つの実固有値をもつとき，2 つの射影という行列の 1 次結合で表されること

について述べる。 

4.1 節では，射影の性質について述べ，それを用いて上記のように行列を 2 つの射影の 1 次結合に分解

することについて述べる。 

4.2 節では，4.1 節の事項の応用として，再び行列のべき乗を求める計算について述べる。この手法を用

いた解法は高等学校の受験参考書にはあまり見受けられない。 

 

4.1 行列のスペクトル分解 

 

例 3.4 の行列Ax
1 3
2 2Ã Äに対して，A の固有値は－1 と 4 で， 

E(P1)x
3t

P2tÃ Äjtはすべての実数Ç È  

E(4)x
t
tÃ Äjtはすべての実数Ç È  

であった。 

いま，天下り的ではあるが，行列 P，Q を， 

Px
1
5

3 P3
P2 2Ã Ä，Qx

1
5

2 3
2 3Ã Ä  

とおく。実際に計算することによって， 

(1) P＋Q＝E（E は単位行列） 

(2) －P＋4Q＝A 

が成り立つ。さらに， 

(3) PQ＝QP＝O（Oは零行列） 

(4) P 2＝P，Q 2＝Q  

が成り立つことがわかる。ところで，この行列 P，Q は何を表しているのだろうか。 

まず，行列Px
1
5

3 P3
P2 2Ã Äについて考えよう。 

(5) P によって定まる 1 次変換によって任意のベクトルは E(－1)のベクトルに写る。 

［証明］任意のベクトルpx
x
yÃ Äに対して， 

Ppx
1
5

3 P3
P2 2Ã Ä x

yÃ Äx
1
5

3xP3y

P2xO2yÃ Äx
xPy

5
3

P2Ã Ä  

であるからこれは E(－1)のベクトルである。■ 

(6) 点 M が Pによって定まる 1 次変換で写される点をM´とすると，線分 MM´は直線 E(4)に平行であ
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る。 

［証明］MM´が E(4)のベクトルであることを示せばよい。 

点M の座標を M(x，y)とすると，点M´の座標は(5)の証明よりM´
3xP3y

5
,

P2xO2y
5Ã Ä であ

るから，MM´x

3xP3y
5

Px

P2xO2y
5

Py
Ã Äx

2xO3y
5

1
1Ã Äは E(4)のベクトルである。■ 

同様にして，行列Qx
1
5

2 3
2 3Ã Äについて考えると， 

(5)′Q によって定まる 1 次変換によって任意のベクトルは E(4)のベクトルに写る。 

(6)′点 M が Q によって定まる 1 次変換で写される点をM´́ とすると，線分 MM´́ は直線 E(－1)に平

行である。 

 

これらのことより，P によって定まる 1 次変換は，点を（直線 E(4)に平行に）直線 E(－1)上に射影し，

Q によって定まる 1 次変換は，点を（直線 E(－1)に平行に）直線 E(4)上に射影するものである。このこ

とより， 

(1) P＋Q＝E 

(3) PQ＝Q P＝O 

(4) P 2＝P，Q 2＝Q  

は理解できるであろう。一般に，行列 P が P 2＝Pをみたすとき，射影という。 

次に(2)について考えよう（－P＋4Q＝A の左辺の係数の由来は何だろうか）。 

任意のベクトルp に対して，(1)より， 

ApxA(POQ)pxAPpOAQp  

であるが，Pp は E(－1)のベクトル，Qp は E(4)のベクトルであるから， 

APpxPPp ，AQpx4Qp  

である。したがって， 

ApxPPpO4Qpx(PPO4Q)p  

となる。ベクトルp は任意であるから， 

(2) －P＋4Q＝A 

となる。係数の－1，4 は A の固有値である。この(2)式を A のスペクトル分解という。 

まとめると，行列のスペクトル分解とは， 

(i) 射影を用いることによってベクトルを 2 つの固有空間のベクトルの和に分解し， 

P

E(4)
E(P1)

O x

y
M

M'

M"
Q
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(ii) ベクトルの像を各固有空間に射影したベクトルに固有値倍して和をとる 

ということである。 

それでは，一般に行列 A が異なる 2 つの実固有値¸，¹をもつとき，射影 P，Q をどのように求めたら

よいであろうか。それは， 

POQxE
¸PO¹QxAÇ  

を逆に解いて， 

Px
1

¸P¹
(AP¹E) ，QxP

1
¸P¹

(AP¸E)  

とすればよい。 

 

今までのことを一般化して，定理としてまとめておく。 

 

定理 4.1 （行列のスペクトル分解）行列 A が異なる 2 つの実固有値¸，¹をもつとし，各固有値¸，

¹に対する固有空間をそれぞれE(¸) ，E(¹) とする。 

いま，行列 P，Q を， 

Px
1

¸P¹
(AP¹E) ，QxP

1
¸P¹

(AP¸E)  

で定義する。このとき，次の(1)～(6)の事項が成り立つ。 

(1) P＋Q＝E 

(2) ¸PO¹QxA  

(3) PQ＝QP＝O 

(4) P 2＝P，Q 2＝Q  

(5) 任意のベクトルp に対して，Pp はE(¸) のベクトル，Qp はE(¹) のベクトルである。 

(6) 任意のベクトルp に対して，pPPp はE(¹) のベクトル，pPQp はE(¸) のベクトルである。 

［(2)式を行列 A のスペクトル分解という。］ 

 

定理 4.1 を証明するために補題を 1 つ準備する。 

 

補題 4.2 行列 A が異なる 2 つの実固有値¸，¹をもつとき， 

(AP¸E)(AP¹E)xO，(AP¹E)(AP¸E)xO  

が成り立つ。 

［証明］行列 A をAx
a b
c dÃ Äとする。実固有値¸，¹は固有方程式 

t2－(a＋d)t＋(ad－bc)＝0 

の 2 つの解であるから，2 次方程式の解と係数の関係より， 

¸＋¹＝a＋d，¸ ¹＝ad－bc  

である。また，ハミルトン-ケーリーの定理（補題 3.11）より， 
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A2－(a＋d)A＋(ad－bc)E＝O 

である。したがって， 

(AP¸E)(AP¹E)xA2P(¸O¹)AO¸¹ExA2P(aOd)AO(adPbc)ExO  

(AP¹E)(AP¸E)xA2P(¸O¹)AO¸¹ExA2P(aOd)AO(adPbc)ExO  

である。■ 

 

［定理 4.1 の証明］(1) POQx
1

¸P¹
(AP¹E)P

1
¸P¹

(AP¸E)xE  

(2) ¸PO¹Qx
¸

¸P¹
(AP¹E)P

¹
¸P¹

(AP¸E)xA  

(3) PQxP
1

(¸P¹) 2 (AP¸E)(AP¹E) ，QPxP
1

(¸P¹) 2 (AP¸E)(AP¹E)  

であるが，補題 4.2 より PQ＝QP＝O である。 

(4) P＋Q＝E に注意すれば， 

PPP2xP(EPP)xPQxO，QPQ2xQ(EPQ)xQPxO  

となる。したがって，P 2＝P，Q 2＝Q である。 

(5) E(¸)x vj(AP¸E)vx0« ¬ ，E(¹)x vj(AP¹E)vx0« ¬ であるから，任意のベクトルp に対して，

(AP¸E)Ppx0 ，(AP¹E)Qpx0 ，すなわち， 

(AP¸E)PxO，(AP¹E)QxO  

を示せばよい。実際，補題 4.2 より， 

(AP¸E)Px
1

¸P¹
(AP¸E)(AP¹E)xO  

(AP¹E)QxP
1

¸P¹
(AP¹E)(AP¸E)xO  

である。 

(6) (5)と同様にして，任意のベクトルp に対して，(AP¹E)(EPP)px0 ，(AP¸E)(EPQ)px0 ，すなわ

ち， 

(AP¹E)(EPP)xO，(AP¸E)(EPQ)xO  

を示せばよいが，P＋Q＝E であるから， 

(AP¹E)(EPP)x(AP¹E)QxO，(AP¸E)(EPQ)x(AP¸E)PxO  

である。■ 

 

例 4.3 行列Ax
10 6

P9 P5Ã Äのスペクトル分解を求めよう。 

まず，固有値を求める。固有方程式は， 

t2－5t＋4＝0 

である。これより，固有値は 4 と 1 である。 

次に射影 P，Q を求める。 
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Px
1

4P1
(AP1E)x

1
3

10 6
P9 P5Ã ÄP

1 0
0 1Ã ÄÇ Èx

3 2
P3 P2Ã Ä  

QxP
1

4P1
(AP4E)xP

1
3

10 6
P9 P5Ã ÄP

4 0
0 4Ã ÄÇ Èx

P2 P2
3 3Ã Ä  

である。［Q は定理 4.1(1)より，Q＝E－Pとして求めたほうが簡単。］したがって A のスペクトル分解は， 

Ax4PO1Qx4
3 2

P3 P2Ã ÄO
P2 P2

3 3Ã Ä  

である。■ 

なお，この分解が定理 4.1 の諸事項をみたすことも容易に確認できる。 

 

4.2 行列のべき乗 (2) 

 

定理 4.1 の応用例として，行列のべき乗を求めることができる。例題 3.12(1)と同じ問題を行列のスペ

クトル分解の方法を用いて解こう。まず， 

¸ P＋¹Q＝A，PQ＝QP＝O，P 2＝P，Q 2＝Q  

であるから， 

A2x(¸PO¹Q)(¸PO¹Q)x¸2P2O¸¹PQO¹¸QPO¹2Q2x¸2PO¹2Q  

A3x(¸2PO¹2Q)(¸PO¹Q)x¸3P2O¸2¹PQO¹2¸QPO¹3Q2x¸3PO¹3Q  

…（以下同様にして） 

Anx(¸nP1PO¹nP1Q)(¸PO¹Q)x¸nP2O¸nP1¹PQO¹nP1¸QPO¹nQ2x¸nPO¹nQ  

となることに注意しよう。 

 

例題 4.4 n を正の整数とする。行列Ax
1 3
2 2Ã Äについて Anを求めなさい。 

［解答］第 4 章の初めに述べたように，行列 P，Q を， 

Px
1
5

3 P3
P2 2Ã Ä，Qx

1
5

2 3
2 3Ã Ä  

とおく。このとき， 

－P＋4Q＝A，PQ＝QP＝O，P 2＝P，Q 2＝Q 

であるから， 

An＝(－P＋4Q)n 

＝(－1)nP＋4nQ  

＝(P1)n 1
5

3 P3
P2 2Ã ÄO4n 1

5
2 3
2 3Ã Ä  

＝
1
5

3A(P1)nO2A4n P3A(P1)nO3A4n

P2A(P1)nO2A4n 2A(P1)nO3A4nÃ Ä  

となる。■ 

もちろん例題 3.12(1)と同じ答えになっている。 
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【演習問題 4】 

 

［4-1］次の行列のスペクトル分解を求めなさい。 

(1) Ax
0 1
5 4Ã Ä    (2) Bx

4 2
1 3Ã Ä  

 

［4-2］n を正の整数とする。行列Ax
4 P2
1 1Ã Äについて Anを求めなさい。 

 

［4-3］行列 Pを射影とする（すなわち P 2＝P）。次の(1)，(2)の事項を証明しなさい。 

(1) P の固有値は 0 または 1 に限る。 

(2) P の固有値は 0 のみである ⇔ P ＝O 

 

［4-4］行列Px
a b
c dÃ Äを Oでない射影とする。このとき，aU

1
2
またはdU

1
2
であることを証明しなさ

い。 

 

［4-5］次の各問いに答えなさい。 

(1) 行列 A が異なる 2 つの正値実固有値¸，¹（¸，¹＞0）をもつとき，B 2＝A となる行列 Bがある

ことを証明しなさい。 

(2) (1)を利用して，行列Ax
10 6

P9 P5Ã Äに対して B 2＝A となる行列 B を求めなさい。 
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第 5章 対称行列の対角化 

 

本章では，対称行列という行列に対して，その行列を対角化すること，ならびにその応用について述べ

る。 

5.1 節では，準備として，直交行列についてその定義と性質を述べる。 

5.2 節では，対称行列が直交行列を用いて対角化できることについて述べる。 

5.3 節では，対称行列の応用例として，2 次形式について述べる。これにより，2 次曲線の概形を描くこ

とならびに絶対不等式へ応用できることについて述べる。 

 

5.1 直交行列 

 

この節では直交行列について述べる。直交行列について説明するためにはベクトルの内積の知識を必

要とする。はじめに，ベクトルの内積について簡単に復習しよう。 

 

復習 5.1 （ベクトルの内積） 

［1］2 つのベクトルpx
x
yÃ Ä ，qx

z
uÃ Äに対して，p とq の内積 p@qxxzOyu  

［2］ベクトルp ，q ，r ，実数 kに対して， 

(1) （分配法則）(pOq)@rxp@rOq@r  

(2) （結合法則）(kp)@qxk(p@q)  

(3) （交換法則）p@qxq@p  

さらに， 

(4) p@pU0 ，特にp@px0  ⇔ px0  

［3］ベクトルp の大きさ p xp@p  

［4］0 でない 2 つのベクトルp ，q に対して，p とq が垂直 ⇔ p@qx0  

 

定義 5.2 行列Ax
a b
c dÃ Äに対して，Aの行と列を入れ替えた行列をtA と表す。すなわち， 

tAx
a c
b dÃ Ä  

である。これを Aの転置行列という。 

 

命題 5.3 行列 A，Bに対して，次の(1)～(3)の事項が成り立つ。 

(1) t(tA)xA  

(2) t(AB)xtB tA ，t(ABC)xtC tB tA，（行列が 4 つ以上でも同様） 

(3) 
x´
y´Ã ÄxA

x
yÃ Äのとき， x´ ý£ ¤x x y£ ¤tA  



- 57 - 

 

［証明］Ax
a b
c dÃ Ä，Bx

e f
g hÃ Ä とする。 

(1) t(tA)x
t a c

b dÃ Äx
a b
c dÃ ÄxAである。 

(2) ABx
a b
c dÃ Ä e f

g hÃ Äx
aeObg afObh
ceOdg cfOdhÃ Ä，tB tAx

e g
f hÃ Ä a c

b dÃ Äx
aeObg ceOdg
afObh cfOdhÃ Ä  

よりt(AB)xtB tA である。 

これより， 

t(ABC)xtfA(BC)gxt(BC)tAxtC tB tA  

が成り立つ。 

(3) 
x´
y´Ã ÄxA

x
yÃ Äより

x´
ýÃ Äx

a b
c dÃ Ä x

yÃ Äx
axOby
cxOdyÃ Äであるから 

x´xaxOby ，ý xcxOdy  

である。したがって， 

x y£ ¤tAx x y£ ¤ a c
b dÃ Äx axOby cxOdy£ ¤x x´ ý£ ¤  

である。■ 

命題 5.4 行列Ax
a b
c dÃ Äに対して，次の(1)～(5)の条件は同値である。 

(1) 任意のベクトルp に対して，Ap x p が成り立つ。 

(2) 任意のベクトルp ，q に対して，(Ap)@(Aq)xp@q が成り立つ。 

(3) a2Oc2xb2Od2x1 ，abOcdx0 が成り立つ。 

(4) あるµ（0¸Tµt180¸）を用いて， 

Ax
cosµ Psinµ
sinµ cosµÃ Ä  または Ax

cosµ sinµ
sinµ PcosµÃ Ä  

と表される。 

(5) 行列 Aは逆行列をもち，AP1xtA が成り立つ。 

［行列 Aが(1)～(5)のいずれか（したがってすべて）をみたすとき，直交行列という。］ 

 

命題 5.4 において，条件(3)は次のように言い換えられる。 

(3)′Ax(u v) とすると，2 つのベクトルu ，v について， 

(i) u ，v の大きさはともに 1 で 

(ii) u とv は垂直である 

これが直交行列という名の由来である。 

条件(4)の行列について，図形的には， 

Ax
cosµ Psinµ
sinµ cosµÃ Äは，原点を中心とする角µの回転移動 
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Ax
cosµ sinµ
sinµ PcosµÃ Ä は，原点を通り，x軸と角

µ
2
をなす直線に関する対称移動 

を表している（定理 1.12，定理 1.14 参照）。 

 

命題 5.4 を証明するために補題を 1 つ準備する。 

 

補題 5.5 行列 A とベクトルp ，q に対して， 

(Ap)@qxp@(tAq)  

が成り立つ。 

［証明］Ax
a b
c dÃ Ä，px

x
yÃ Ä ，qx

z
uÃ Äとする。このとき， 

Apx
a b
c dÃ Ä x

yÃ Äx
axOby
cxOdyÃ Ä，tAqx

a c
b dÃ Ä u

vÃ Äx
auOcv
buOdvÃ Ä  

であるから， 

(Ap)@qx(axOby)zO(cxOdy)uxaxzObyzOcxuOdyu  

p@(tAq)xx(azOcu)Oy(bzOdu)xaxzOcxuObyzOdyu  

となる。よって，(Ap)@qxp@(tAq) が成り立つ。■ 

 

［命題 5.4 の証明］（(1)⇒(2)）(1)が成り立つとする。任意のベクトルp ，q に対して，ApOAqxA(pOq)

であり，仮定よりA(pOq) x pOq であるから， 

ApOAq x pOq  

である。両辺を 2 乗して， 

Ap
2
O2(Ap)@(Aq)O Aq

2
x p

2
O2p@qO q

2
 

となるが，仮定よりAp x p ，Aq x q であるから，(Ap)@(Aq)xp@q が成り立つ。 

（(2)⇒(3)）(2)が成り立つとする。e1x
1
0Ã Ä，e2x

0
1Ã Äとする。このとき， 

Ae1x
a b
c dÃ Ä 1

0Ã Äx
a
cÃ Ä ，Ae2x

a b
c dÃ Ä 0

1Ã Äx
b
dÃ Ä  

である。したがって， 

(Ae1)@(Ae1)xe1@e1 より，a2Oc2x1  

(Ae2)@(Ae2)xe2@e2 より，b2Od2x1  

(Ae1)@(Ae2)xe1@e2 より，abOcdx0  

が成り立つ。 

（(3)⇒(4)）(3)が成り立つとする。連立方程式 

a2Oc 2x1 @@@ ①
b 2Od 2x1 @@@ ②
abOcdx0 @@@ ③
Ç  

について，①より，あるµ（0¸Tµt180¸）を用いて， 

axcosµ，bxsinµ  
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と表される。③に代入して，bcosµOdsinµx0 となるから，ある実数 kを用いて， 

bxPksinµ，dxkcosµ  

と表される。②に代入して，k2(sin2µOcos2µ)x1 すなわち k2＝1 であるから，k＝±1 である。よって， 

bxPsinµ，dxcosµ  または bxsinµ，dxPcosµ  

となる。よって，Ax
cosµ Psinµ
sinµ cosµÃ Ä  または Ax

cosµ sinµ
sinµ PcosµÃ Ä である。 

（(4)⇒(5)）(4)が成り立つとする。 

Ax
cosµ Psinµ
sinµ cosµÃ Äのとき，A xcos2µOsin2µx1~0 であるから Aは逆行列をもち， 

AP1x
cosµ sinµ

Psinµ cosµÃ ÄxtA  

である。 

Ax
cosµ sinµ
sinµ PcosµÃ Ä のとき，A xPcos2µPsin2µxP1~0 であるから Aは逆行列をもち， 

AP1x
cosµ sinµ
sinµ PcosµÃ ÄxtA  

である。 

（(5)⇒(1)）(5)が成り立つとする。任意のベクトルp に対して，  

Ap
2
＝(Ap)@(Ap)  

 ＝p@(tAAp)  （補題 5.5 より） 

 ＝p@(A P1Ap)  （仮定より） 

 ＝p@p  

 ＝ p
2
 

となる。Ap U0 ， p U0 より，Ap x p が成り立つ。■ 

 

5.2 対称行列の対角化 

 

5.1 節の準備のもと，いよいよ対称行列の対角化について調べよう。まずは対称行列の定義と，簡単な

性質を述べ，定理 5.9 で対称行列の対角化を述べる。 

 

定義 5.6 行列 Aが対称行列とは，tAxA となること，すなわち Aが， 

Ax
a h
h bÃ Ä  （a，b，hは実数） 

の形をしていることである。 

 

命題 5.7 対称行列 Aについて次の(1)，(2)の事項が成り立つ。 

(1) Aの固有値はつねに実数値として存在する。 

(2) Aが異なる 2 つの固有値をもつとき，それぞれの固有値に対する固有ベクトルは垂直である。 
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［証明］対称行列をAx
a h
h bÃ Äとする。 

(1) Aの固有方程式は， 

t2P(aOb)tO(abPh2)x0  

である。この 2 次方程式の判別式を Dとすれば， 

Dx(aOb)2P4(abPh2)x(aPb)2O4h2   … ① 

であるから D≧0 で，固有方程式は実数解をもつ。よって，固有値はつねに実数値として存在する。 

(2) A の異なる 2 つの固有値を¸，¹ （¸~¹ ）とし，¸，¹に対する固有ベクトルの 1 つをそれぞれu ，v

とする。すなわち，Aux¸u ，Avx¹v である。 

補題 5.5 より(Au)@vxu@(tAv) であるが，Aは対称行列（tAxA ）であるから，(Au)@vxu@(Av) すな

わち，(Au)@vPu@(Av)x0 である。ここで， 

(Au)@vPu@(Av)x(¸u)@vPu@(¹v)x(¸P¹)u@v  

であるから，(¸P¹)u@vx0 であるが，¸~¹よりu@vx0 である。すなわち，u とv は垂直である。■ 

 

命題 5.8 対称行列Ax
a h
h bÃ Äについて，次の(1)，(2)の事項が成り立つ。 

(1) Aが異なる 2 つの固有値¸，¹ （¸~¹ ）をもつ ⇔ a~b またはh~0  

(2) Aがただ 1 つの固有値¸をもつ ⇔ axb かつhx0  

さらにこのとき，Ax
¸ 0
0 ¸Ã Äである。 

［証明］(2)を示せばよい。 

（⇒）Aがただ 1 つの固有値¸ をもつとする。命題 5.7 の証明の①において，D＝0 であるから，axb

かつhx0 である。 

（⇐）axb かつhx0 とする。このときAx
a 0
0 aÃ Äである。この固有方程式は， 

t2P2atOa2x0  

であるから，この方程式の解はtxa のみである。したがって，Aがただ 1 つの固有値¸xaをもつ。 

後半は，¸xa であることがすでに示されているので明らか。■ 

 

さて，対称行列の対角化を考察しよう。Aがただ 1 つの固有値をもつ場合は命題 5.8(2)より Aは初めか

ら対角化されているので（直交行列 LをLx
1 0
0 1Ã Äとすればよい），Aが異なる 2 つの固有値をもつ場合を

考える。 

 

定理 5.9 (1) 対称行列 Aは，直交行列L を用いて対角化できる。 

すなわち，対称行列 Aが異なる 2 つの固有値¸，¹ （¸~¹ ）をもつとする。¸，¹に対する固有ベクトル

で，大きさが 1のものをそれぞれu ，v とし，行列 Lを L＝ u v£ ¤ とする。このとき， 

tLALx
¸ 0
0 ¹Ã Ä  
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となる。 

(2) 逆に，行列 Aが直交行列L を用いて対角化できるとき，Aは対称行列である。 

 

定理 5.9 で Lは直交行列であるから，命題 5.4(5)よりLP1xtL である。したがって，LP1AL は，tLAL

で計算することができる。 

 

定理 5.9 を証明する前に例を示す。 

 

例 5.10 対称行列Ax
1 2
2 1Ã Äを直交行列 Lを用いて対角化しよう。 

まず，固有値を求める。固有方程式は， 

t2－2t－3＝0 

である。これより，固有値は－1 と 3 である。 

次に固有ベクトルのひとつを求める。 

(i) 固有値－1 のとき，(AO1E)ux0 より， 

2 2
2 2Ã Äux

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルはux
t

PtÃ Ä である（tは 0 と異なる任意の実数）。直交行列で対角化するため

に，大きさが 1 の固有ベクトルをとる。すなわち，ux

1

2

P
1

2

Ã Äをとる。 

(ii) 固有値 3 のとき，(AP3E)vx0 より， 

P2 2
2 P2Ã Ävx

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルvx
t
tÃ Ä である（t は 0 と異なる任意の実数）。直交行列で対角化するために，

大きさが 1 の固有ベクトルをとる。すなわち，vx

1

2

1

2

Ã Äをとる。 

行列 LをLx(u,v)x

1

2

1

2

P
1

2

1

2

Ã Äとする。命題 5.4(3)より Lは直交行列であり， 

tLAL ＝

1

2
P

1

2

1

2

1

2

Ã Ä 1 2
2 1Ã Ä

1

2

1

2

P
1

2

1

2

Ã Ä  
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＝

1

2
P

1

2

1

2

1

2

Ã Ä P
1

2

3

2

1

2

3

2

Ã Ä  

＝
P1 0

0 3Ã Ä  

である。■ 

 

［定理 5.9 の証明］(1) 固有値¸，¹に対する固有ベクトルで，大きさが 1のものをそれぞれu ，v とす

る。命題 5.7(2)よりu とv は垂直である。 

行列 Lを L＝ u v£ ¤ とする。命題 5.4(3)′より Lは直交行列である。 

また，Aux¸u ，Avx¹v であるから， 

ALxA(u,v)x(Au,Av)x(¸u,¹v)x(u,v)
¸ 0
0 ¹Ã ÄxL

¸ 0
0 ¹Ã Ä  

である。Lは直交行列であるから命題 5.4(5)より逆行列LP1xtL をもつ。両辺に左からこの逆行列をかけ

ることによって， 

tLALx
¸ 0
0 ¹Ã Ä  

となる。 

(2) 行列 Aが直交行列L を用いてtLALx
¸ 0
0 ¹Ã Ä のように対角化できるとする。このとき， 

Ax(tL)P1
¸ 0
0 ¹Ã ÄLP1xL

¸ 0
0 ¹Ã ÄLP1  

であるから命題 5.3(2)より， 

tAxt(LP1)
t ¸ 0

0 ¹Ã ÄtLxL
¸ 0
0 ¹Ã ÄLP1xA  

となり，Aは対称行列である。■ 

【注意 5.9.1】定理 5.9 の直交行列 Lとして，原点を中心とする角µの回転移動
cosµ Psinµ
sinµ cosµÃ Ä をとるこ

とができる。 

実際，定理 5.9 の証明でu ，v をとってくるときに，必要ならばv の代わりにPv を考えることにより， 

ux
cosµ
sinµÃ Ä ，vx

Psinµ
cosµÃ Ä  （0¸Tµt180¸） 

としてよいからである。// 

 

5.3 2 次形式 

 

定理 5.9 の応用例として，2 次形式について述べる。 
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定義 5.11 xと yについての 2 次式 

q(x,y)xax2O2hxyOby2 （a，b，hは実数の定数） 

を 2次形式という。 

 

命題 5.12 2 次形式 

q(x,y)xax2O2hxyOby2 （a，b，hは実数の定数） 

は，次のように表される。 

q(x,y)x x y£ ¤ a h
h bÃ Ä x

yÃ Ä  

［右辺の対称行列
a h
h bÃ Ä を 2 次形式q(x,y) の係数行列という。］ 

［証明］実際に右辺を計算してみる。 

x y£ ¤ a h
h bÃ Ä x

yÃ Ä＝ x y£ ¤ axOhy
hxObyÃ Ä  

＝x(axOhy)Oy(hxOby)  

＝ax2OhxyOhxyOby2  

＝ax2O2hxyOby2  

＝q(x,y)  

である。■ 

 

定理 5.13 （2 次形式の標準形）2 次形式 

q(x,y)xax2O2hxyOby2 （a，b，hは実数の定数） 

に対して，次の(1)，(2)の事項が成り立つ。 

(1) 適当な直交行列 Lをとって， 

x
yÃ ÄxL

X
YÃ Ä  

とすれば， 

q(x,y)x¸X2O¹Y2  

のように XYの項がない形に変換できる。 

(2) 係数¸，¹は 2次形式q(x,y)の係数行列の固有値である。 

［(1)の XYの項がない式を 2次形式q(x,y)の標準形という。］ 

［証明］2次形式q(x,y)の係数行列を A とする。Ax
a h
h bÃ Äである。 

h＝0 のときはq(x,y)xax2Oby2 であるからはじめから xyの項がない（直交行列 LをLx
1 0
0 1Ã Äとすれ

ばよい）。 

h~0 のとき，命題 5.8(1)より Aは異なる 2 つの固有値¸，¹ （¸~¹ ）をもつ。 

Aは対称行列なので定理 5.9 より直交行列 Lで， 
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tLALx
¸ 0
0 ¹Ã Ä  

となるものがある。これより， 

AxL
¸ 0
0 ¹Ã ÄtL  

である。ここで，
x
yÃ ÄxL

X
YÃ Ä より

X
YÃ ÄxtL

x
yÃ Ä である。また，命題 5.3(1)，(3)より X Y£ ¤x x y£ ¤t(tL) ，す

なわち X Y£ ¤x x y£ ¤Lである。したがって， 

q(x,y) ＝ x y£ ¤A
x
yÃ Ä  

＝ x y£ ¤L
¸ 0
0 ¹Ã ÄtL

x
yÃ Ä  

＝ X Y£ ¤ ¸ 0
0 ¹Ã Ä X

YÃ Ä  

＝ X Y£ ¤ ¸X
¹YÃ Ä  

＝¸X2O¹Y2  

となる。 

 

例 5.14 2 次形式x2O4xyOy2 を標準形で表そう。 

係数行列 AはAx
1 2
2 1Ã Äである。例 5.10 より直交行列Lx

1

2

1

2

P
1

2

1

2

Ã Äを用いて， 

tLAL ＝
P1 0

0 3Ã Ä  

となった。 

x
yÃ ÄxL

X
YÃ Äx

1

2

1

2

P
1

2

1

2

Ã Ä X
YÃ Äx

XOY

2

PXOY

2

Ã Ä  

とすれば， 

x2O4xyOy2 ＝
XOY

2Ã Ä2

O4
XOY

2
@

PXOY

2
O

PXOY

2Ã Ä2

xPX2O3Y2
 

となる。■ 

 

例題 5.15 次の 2 次曲線の概形を描きなさい。 

(1) C1：5x2O2 3 xyO7y2x32  

(2) C2：7x2O6xyPy2x2  
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［解答］(1) 左辺の 2 次形式の係数行列 AはAx
5 3

3 7
Ã Ä である。 

まず，固有値を求める。固有方程式は，  

t2－12t＋32＝0 

である。これより，固有値は 8 と 4 である。 

次に固有ベクトルのひとつを求める。 

(i) 固有値 8 のとき，(AP8E)ux0 より， 

P3 3

3 P1
Ã Äux

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルu としてux

1
2

3
2

Ã Äをとる。 

(ii) 固有値 4 のとき，(AP4E)vx0 より， 

1 3

3 3
Ã Ävx

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルv としてvx
P

3
2

1
2

Ã Äをとる。 

行列 LをLx(u,v)x

1
2 P

3
2

3
2

1
2

Ã Äとする。Lは直交行列であり， 

tLAL ＝

1
2

3
2

P
3

2

1
2

Ã Ä 5 3

3 7
Ã Ä

1
2 P

3
2

3
2

1
2

Ã Ä  

＝

1
2

3
2

P
3

2

1
2

Ã Ä 4 P2 3

4 3 2
Ã Ä  

＝
8 0
0 4Ã Ä  

である。 

x
yÃ ÄxL

X
YÃ Äx

1
2 P

3
2

3
2

1
2

Ã Ä X
YÃ Äx

XP 3 Y
2

3 XOY
2

Ã Ä  

とすれば， 

5x2O2 3 xyO7y2  

＝5
XP 3 Y

2
Ã Ä 2

O2 3
XP 3 Y

2
@

3 XOY
2

O7
3 XOY

2
Ã Ä 2

x8X 2O4Y2  
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となる。したがって5x2O2 3 xyO7y2x32 は8X2O4Y2x32 すなわち， 

C1′：
X 2

4
O

Y 2

8
x1  

になる。 

また，
x
yÃ ÄxL

X
YÃ Ä であるが， 

Lx

1
2 P

3
2

3
2

1
2

Ã Ä＝
cos60¸ Psin60¸
sin60¸ cos60¸Ã Ä  

は原点を中心とする回転角 60°の回転移動を表す。 

したがって 2 次曲線 C は，楕円
x 2

4
O

y 2

8
x1 を，原点を中

心として 60°だけ回転させた曲線を表す。 

(2) 左辺の 2 次形式の係数行列 AはAx
7 3
3 P1Ã Äである。 

まず，固有値を求める。固有方程式は， 

t2－6t－16＝0 

である。これより，固有値は 8 と－2 である。 

次に固有ベクトルのひとつを求める。 

(i) 固有値 8 のとき，(AP8E)ux0 より， 

P1 3
3 P9Ã Äux

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルu としてux

3

10

1

10

Ã Äをとる。 

(ii) 固有値－2 のとき，(AO2E)vx0 より， 

9 3
3 1Ã Ävx

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルv としてvx

P
1

10

3

10

Ã Äをとる。 

行列 LをLx(u,v)x

3

10
P

1

10

1

10

3

10

Ã Äとする。Lは直交行列であり， 

tLAL ＝

3

10

1

10

P
1

10

3

10

Ã Ä 7 3
3 P1Ã Ä

3

10
P

1

10

1

10

3

10

Ã Ä  

O x

y

1P2P 1 2

1P

2P

1

2

3

C 1

C 1´
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＝

3

10

1

10

P
1

10

3

10

Ã Ä 24

10

2

10

8

10
P

6

10

Ã Ä  

＝
8 0
0 P2Ã Ä  

である。 

x
yÃ ÄxL

X
YÃ Äx

3

10
P

1

10

1

10

3

10

Ã Ä X
YÃ Äx

3XPY

10

XO3Y

10

Ã Ä  

とすれば， 

7x2O6xyPy2 ＝7
3XPY

10Ã Ä2

O6
3XPY

10
@

XO3Y

10
P

XO3Y

10Ã Ä2

x8X2P2Y2
 

となる。したがって7x2O6xyPy2x2 は8X2P2Y2x2 すなわち， 

C2′：4X2PY2x1  

になる。 

また，
x
yÃ ÄxL

X
YÃ Ä であるが， 

Lx

3

10
P

1

10

1

10

3

10

Ã Ä  

は原点を中心とする回転角µ （ただし，µ はcosµx
3

10
，

sinµx
1

10
）の回転移動を表す。 

したがって 2 次曲線 Cは，双曲線4X2PY2x1 を，原点を中

心としてµ（ただし，µはcosµx
3

10
，sinµx

1

10
）だけ回転させた曲線を表す。■ 

 

2 次形式q(x,y) について，不等式q(x,y) ≧0 がつねに成り立つための条件として次のことが成り立つ。 

 

命題 5.16 2 次形式q(x,y)xax2O2hxyOby2 （a，b，h は実数の定数）の係数行列をAx
a h
h bÃ Äとす

る。このとき次の(1)～(3)の条件は同値である。 

(1) 任意の実数 x，yに対して，q(x,y) ≧0 特に q(x,y) ＝0 ⇔ x＝y＝0 

(2) Aの固有値を¸，¹とすると，¸＞0，¹＞0 

(3) a＞0 かつ A ＞0 

O x

y

1P2P 1 2

1P

2P

1

2C 2
C 2´
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［2 次形式q(x,y) が(1)～(3)のいずれか（したがってすべて）をみたすとき，半正値という。］ 

［証明］Aの固有値¸，¹に対する固有ベクトルで，大きさが 1 のものをそれぞれu ，v とする。 

（(1) ⇒ (2)）ux
u1

u2
Ã Ä とする。u x1 より，u 2

1Ou 2
2x1 である。これよりu1~0 またはu2~0 である

から(1)より，q(x,y) ＞0 である。一方， 

q(u1,u2)x u1 u2£ ¤A
u1

u2
Ã Äx u1 u2£ ¤¸

u1

u2
Ã Äx¸(u2

1Ou2
2)x¸  

であるから，¸＞0である。 

v についても同様に考えることによって¹＞0 も得られる。 

（(2) ⇒ (1)）Lx u v£ ¤ ， x
yÃ ÄxL

X
YÃ Ä とすれば，定理 5.13 よりq(x,y)x¸X2O¹Y2 となる。(2)より明

らかにq(x,y) ≧0 である。 

後半について，x＝y＝0 のときq(x,y) ＝0 となるのは明らか。 

q(x,y) ＝ 0 とすると， ¸X2O¹Y2x0 で， ¸ ＞ 0，¹ ＞ 0 であるからXxYx0 である。よって，

x
yÃ ÄxL

0
0Ã Äx

0
0Ã Äとなり，x＝y＝0 である。 

（(2) ⇔ (3)）(2)  ⇔ Aの固有方程式t2P(aOb)tO(abPh2)x0 の 2 つの解がともに正 

 ⇔ (aOb)2P4(abPh2)U0  … ① 

aObu0         … ② 

abPh2u0        … ③ 

である（2 つ目の⇔は 2 次方程式の 2 つの解® ,¯がともに正であるための必要十分条件が①判別式 D≧

0 ②®O¯u0  ③®¯u0 であることと，2 次方程式の解と係数の関係を用いた）。ここで，①については

命題 5.7 の①よりつねに成り立つ。また，③より ab＞0 すなわち aと bは同符号であるので，②は a＞0

のみで十分である。よって， 

(2)  ⇔ a＞0 かつ abPh2u0  ⇔ (3) 

となる。■ 

 

例 5.17 不等式 x2＋7y2≧4xyが成り立つ。等号が成り立つのは x＝y＝0 のときである。 

このことを証明してみよう。 

(i) 平方完成を用いた証明 

［証明］(左辺)－(右辺)＝x2＋7y2－4xy＝(x－2y)2＋3y2≧0 より不等式が成り立つ。 

等号が成り立つのは x－2y＝0 かつ y＝0 すなわち x＝y＝0 のときである。■ 

(ii) 命題 5.16(2)を用いた証明 

［証明］(左辺)－(右辺)＝x2＋7y2－4xy(＝q(x,y) とおく)の係数行列はAx
1 P2

P2 7Ã Äである。 

Aの特性方程式は t2－8t＋11＝0 である。この解は t＝4± 5 である。 

これより，固有値は 2 つとも正であるから，2 次形式q(x,y) は半正値である。 

したがって，q(x,y) ≧0 特に q(x,y) ＝0 ⇔ x＝y＝0 である。■ 
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(iii) 命題 5.16(3)を用いた証明 

［証明］(左辺)－(右辺)＝x2＋7y2－4xy(＝q(x,y) とおく)の係数行列はAx
1 P2

P2 7Ã Äである。 

1＞0 かつA ＝11＞0 であるから，2 次形式q(x,y) は半正値である。 

したがって，q(x,y) ≧0 特に q(x,y) ＝0 ⇔ x＝y＝0 である。■ 

 

【演習問題 5】 

 

［5-1］次の対称行列を直交行列を用いて対角化しなさい。 

(1) Ax
1 2
2 4Ã Ä  (2) Bx

0 1
1 0Ã Ä  

 

［5-2］0 でない 2 つのベクトルu とv が垂直であるとき，u とv は 1 次独立であることを証明しなさい。 

 

［5-3］2 次形式q(x,y)x4x2O2axyO9y2 が半正値になるような定数 aの範囲を求めなさい。 

 

［5-4］対称移動を表す行列Ax
cosµ sinµ
sinµ PcosµÃ Ä を直交行列 Lを用いて対角化しなさい。 

 

［5-5］2 次形式q(x,y) について，その係数行列の固有値を¸，¹ （¸≦¹ ）とし，固有値¸，¹に対する固

有ベクトルで，大きさが 1のものをそれぞれu ，v とする。xx
x
yÃ Ä とおく。 

x x1 （すなわちx2Oy2x1 ）のとき，次の(1)，(2)が成り立つことを証明しなさい。 

(1) ¸＝¹のとき，q(x,y) ＝¸（定数） 

(2) ¸＜¹のとき，q(x,y) の最小値は¸ （xxEu のとき），最大値は¹ （xxEvのとき）である。 
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第 6 章 高等学校の数学教材としての行列 

 

本章では，高等学校の数学科において，高等学校で従前まで学習していた「行列」を指導することの意

義として，高等学校の行列における教材の裏付けとなる事項や発展的な事項について考察する。また，こ

のことを通じて，特に代数的な事項が中心にはなるが，発展的な内容を扱い，理解を深めるための一手段

とする。もちろん今までの章でも，その専門性を高め，理解を深めることを目的として，特に幾何的内容

について高い位置から見てきた。特にこの章では，行列に関連した高等学校数学科における発展的内容

の教材を模索し，教材研究をする。 

6.1 節では，高等学校数学科で行列を学習することの意義として，4 つの観点を掲げ，既習の内容につ

いて意味理解を深めることができるということについて述べる。このことに関する具体的な教材研究に

ついては以下の節で述べる。 

6.2 節では，行列の乗法において交換法則が必ずしも成り立つとは限らないということに注目して教材

研究を行う。 

6.3 節では，ハミルトン-ケーリーの定理と係数比較に関する典型的な誤答例をもとに教材研究を行う。 

6.4 節では，行列と複素数に関する関係を用いて教材研究を行う。 

6.5 節では，任意の行列に対して対称行列と交代行列がただ一つ存在して，それらの和で表されること

を中心に，存在と一意に関する教材研究を行う。 

6.6 節では，行列式とトレースを用いて，存在命題で，「存在しない」ことに関する教材研究を行う。 

6.7 節では，高校生でも理解できるような行列の応用例としてマルコフ連鎖を題材として教材研究を行

う。 

 

6.1 高等学校で行列を学習することの意義 

 

5 章までに述べてきたことは，2 次元に限るとはいえ，大学 1 年程度の線形代数で学ぶような内容でも

あり，高等学校で指導することの妥当性については問題が残る。そこで本章では，高校生でも理解できる

ような，発展的な内容を題材として教材を開発する。 

なお，高等学校学習指導要領（平成 30 年告示）解説 数学編 理数編（［4］137p）に，『高等学校数学

科においては，教科の目標に基づいて科目を設け，生徒の特性や学科の特色及び学校の実態に応じた教

育が一層進められるようにすることが期待される。たとえば，（中略）大学との接続を考慮し高等学校数

学の発展的・拡充的な内容を取り扱う科目（例：「線形代数学入門」，「解析学入門」など）を設けたりす

ることが考えられる。』と明記されている。このことから本章で述べることも含めて，今まで述べてきた

行列に関する事項を「線形代数への橋渡し」として高等学校で扱うことも不可能ではないと考える。 

 

高校生が行列を学ぶことの意義について，以下に述べる 4 つの観点を掲げる。 

 

【観点 1】行列も一種の「数」と考えると，行列は今までの数とは異なった数の体系であるということ

である。高校生は今までに，整数，有理数，実数，複素数等いろいろな数について学んできた。そしてこ
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れらには交換法則をはじめ，いずれもほぼ共通する性質を持っていた。しかし，行列においては乗法の交

換法則が一般には成り立つとは限らないことなど，今までの数とは異なった性質がある。このような数

の体系もあるということ知り，数の世界の認識を新たにすることも必要だと考える。 

 

【観点 2】行列と一見関係のなさそうな複素数との体系と対応があるということである。一見異なるよ

うに見える複素数の体系と，行列のある集合との間に一対一の対応があり，さらにそれらの演算につい

て同じような性質が成り立つ。そしてこれら二つのものを同一視することができるという考え方ができ

るということを知ることもできることである。今まで学んできたことで二つのものを同一視する例とし

て，平面上の（矢線）ベクトルと，2 次元の数ベクトルがある。したがってこのことは高校生にも理解で

きる内容もあるのではないと考える。 

 

【観点 3】行列に関することで，高等学校ではめったに扱われない存在命題や一意命題にも触れること

ができるということである。高等学校数学科の目標を，(1)知識及び技能，(2)思考力，判断力，表現力等，

(3)学びに向かう力，人間性等の 3 つの柱に基づいて示している。特に(2)においては，論理的に考察し表

現することが求められる。そのための教材も少なくない。しかし論理的に説明するという教材の中には，

存在に関する命題として，（数学Ⅲには中間値の定理，平均値の定理があるが）鳩ノ巣原理のようなごく

限られたものしかない。また一意性に関する命題も多くない。ここでは存在に関する命題と一意性に関

する命題の教材になるようなものの例を挙げることにより，目標の(2)に資することを目指す。 

 

【観点 4】行列の理論は応用範囲が広いということである。線形代数は数学だけだはなく，物理学，工

学，経済学，社会学など，様々な分野で使われている。それは線形代数の汎用性にも理由がある。多くは

専門的な内容を必要とするが，中には高校生にも理解できるような応用もあるだろう。 

 

以上のような理由で，行列を学習することによって，既習の内容について意味理解を深める一助になる

と考える。以下，節を起こして上記 4 つの観点に即して具体的内容を検討していく。 

 

6.2 積の非可換性をめぐって 

 

行列において，生徒にとってまず違和感があるのは行列の乗法において交換法則が必ずしも成り立つ

とは限らないということであろう。生徒にとっては今まで学んできたものはすべて乗法について交換法

則が成り立っているので，それが成り立たないものがあるというのは意外に感じるのは無理もない。こ

の節では【観点 1】の立場から，その具体的な内容を述べる。 

 

現代の代数学では，加法と乗法が定義されている集合を環という。正確に述べると次の通り。 

 

定義 6.1 集合 R において 2 つの演算である加法＋と乗法・が定義されており，次の（i）～（vii）の

条件をみたすとき，3 つ組（R，＋，・）を環という。 

（Ⅰ）（R，＋）はアーベル群である。すなわち，R の元 a，b に対して，a＋b も R の元で， 
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（i）（加法の交換法則）R の任意の元 a，b に対して，a＋b＝b＋a 

（ii）（加法の結合法則）R の任意の元 a，b，c に対して，(a＋b)＋c ＝a＋(b＋c) 

（iii）（零元の存在）R の任意の元 a に対して共通に a＋o＝o＋a＝a となる元 o が存在する。 

（iv）（加法の逆元の存在）R の任意の元 a に対して a＋b＝b＋a＝o となる a によって定まる

元 b が存在する。 

（Ⅱ）（R，・）は単位元を持つ半群である。すなわち，R の元 a，b に対して，a・b も R の元で， 

（v）（乗法の結合法則）R の任意の元 a，b，c に対して，(a・b) ・c ＝a・(b・c) 

（vi）（単位元の存在）R の任意の元 a に対して共通に a・e＝e・a＝a となる元 e が存在する。 

（Ⅲ）（R，＋，・）について次が成り立つ。 

（vii）（分配法則）R の任意の元 a，b，c に対して，a・(b＋c)＝a・b＋a・c 

さらに， 

（viii）（乗法の交換法則）R の任意の元 a，b に対して，a・b＝b・a 

が成り立つとき，（R，＋，・）は可換環という。 

【注意 6.1.1】3 つ組（R，＋，・）を簡単に R で表すことも多い。 

【注意 6.1.2】通常，乗法の・は省略する。 

 

高校生でも知っているなじみのある環の例はたとえば，整数全体の集合，多項式全体の集合である。こ

れ以外にも，閉区間で定義された連続関数全体の集合も環になる。これらはいずれも可換環である。一

方，行列全体の集合は環ではあるが，乗法の交換法則は一般には成り立つとは限らない（例 0.8(2)参照）

ので可換環ではない。 

 

定義 6.2 R を環とする。 

(1) R が整域とは，R の元 a，b に対して， 

ab＝o ⇒ a＝o または b＝o 

が成り立つことである。 

(2) R が体とは， 

（i） R が整域であり 

（ii）（乗法の逆元の存在）o 以外の R の任意の元 a に対して，ab＝ba＝e をみたす R の元 b が

存在する 

が成り立つことである。 

 

たとえば，整数全体の集合は整域であるが体ではない。有理数全体の集合や実数全体の集合，複素数全

体の集合は体である。 

一方，行列全体の集合は整域ではない。実際，Ax
1 2
2 4Ã Ä ,Bx

2 P4
P1 2Ã Äとすれば， 

ABx
1 2
2 4Ã Ä 2 P4

P1 2Ã Äx
0 0
0 0Ã Ä  

なので，AB＝O であるが，A も B も O ではない。このような A，B を零因子という。 
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その他の例として剰余系がある。m を 2 以上の整数とする。集合 R ＝{0,1,2,…,m－1}に加法と乗法を

a，b2 R に対して， 

a＋b＝（a＋b を m で割った余り），ab＝（ab を m で割った余り） 

で定義するとき，R は可換環になる。m が素数のときは体になるが，m が合成数のときは整域ではない。

（反例：m＝6 のとき，2・3＝6≡0 mod6）。 

 

2×2 行列全体の集合のなす環は行列環とよばれる。しかし，先述のとおり，行列環は可換環ではない。

整域でもない。行列の積の特徴を念のためにまとめておく。 

［1］（積の非可換性）AB＝BA がつねに成り立つとは限らない。 

［2］（零因子の存在）AB＝O であっても A＝O または B＝O とは限らない。 

行列という数の体系ではこのような奇妙なことが起こりうることに注意を要する。 

 

例題 6.3  A，B，X を行列とする。次の(1)～(5)の事項は成り立つであろうか。 

(1) (AB)2＝A2B2  

(2) (A＋B)2＝A2＋2 AB＋B2 

(3) (A＋B) (A－B)＝A2－B2 

(4) (A＋E)2＝A2＋2 A＋E 

(5) (X－A) (X－B)＝O ⇒ X＝A または X＝B 

［解答］(1)について，つねに成り立つとはいえない。 

(AB)2＝(AB) (AB)＝A(BA)B 

であるが，BA＝AB がつねに成り立つとは限らないので，(1)はつねに成り立つとはいえない。 

(2)について，つねに成り立つとはいえない。 

(A＋B)2＝(A＋B) (A＋B)＝A2＋AB＋BA＋B2 

であるが，BA＝AB がつねに成り立つとは限らないので，(2)はつねに成り立つとはいえない。 

(3)について，つねに成り立つとはいえない。 

(A＋B) (A－B)＝A2－AB＋BA－B2 

であるが，BA＝AB がつねに成り立つとは限らないので，(3)はつねに成り立つとはいえない。 

(4)について，成り立つ。 

(A＋E)2＝(A＋E) (A＋E)＝A2＋AE＋EA＋E2 

であるが，EA＝AE＝E が成り立つので， 

＝A2＋A＋A＋E＝A2＋2 A＋E  

は成り立つ。 

(5)について，つねに成り立つとはいえない。X－A， X－B が零因子である場合もあるからである。 

たとえば，Ax
P3 6

6 0Ã Ä ,Bx
P2 8

0 8Ã Äとする。このとき，Xx
P1 5

2 2Ã Äとすれば， 

(X－A) (X－B)＝
P1 5

2 2Ã ÄP
P3 6

6 0Ã ÄÇ È P1 5
2 2Ã ÄP

P2 8
0 8Ã ÄÇ È  

＝
2 P1

P4 2Ã Ä 1 P3
2 P6Ã Äx

0 0
0 0Ã ÄxO  
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であるが，X は A とも B とも異なる。■ 

 

行列環は可換環ではないから乗法についての交換法則は一般には成り立つとは限らないが，ここでは

交換法則が成り立つ行列のいくつかの例を見てみよう。 

 

例 6.4 (1) A を行列とする。 

任意の行列 B に対して AB＝BA ⇔ A＝kE となる実数 k がある。 

(2) A，B を行列とし，すべての実数 k に対して A~ kE とする。 

AB＝BA ⇔ B＝xA＋yE となる x，y がある。 

［証明］(1)（⇒）Ax
a b
c dÃ Äとする。任意のBx

e f
g hÃ Ä に対して AB＝BA とすると， 

a b
c dÃ Ä e f

g hÃ Äx
e f
g hÃ Ä a b

c dÃ Ä  

であるから， 

 
aeObg afObh
ceOdg cfOdhÃ Äx

aeOcf beOdf
agOch bgOdhÃ Ä  

である。成分を比較すると， 

bgxcf
(aPd)fxb(ePh)
c(ePh)x(aPd)g
Ç  

となる。これが任意の e，f，g，h に対して成り立つので，b＝c＝0，a－d＝0 である。a＝d＝k とおけ

ば， 

Ax
k 0
0 kÃ ÄxkE  

である。 

（⇐）A＝kE とする。このとき 

AB＝(kE)B＝kB＝B(kE)＝BA 

である。 

(2)（⇒）Ax
a b
c dÃ Ä ,Bx

e f
g hÃ Ä とする。AB＝BA とすると，(1)（⇒）と同様にして， 

bgxcf …　①

(aPd)fxb(ePh)　…　②
c(ePh)x(aPd)g　…　③
Ç  

となる。ここで，A~ kE であるから，b，c，a－d の少なくとも 1 つは 0 ではない。 

以下，ある x に対して，BPxAx
ePxa fPxb
gPxc hPxdÃ Äが yE と表されることを示す。 

（i）b~ 0 のとき xx
f
b とおくと， 

e－xa＝
bePaf

b ，f－xb＝0， 
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g－xc＝
bgPcf

b
＝0（①より），h－xd＝

bhPdf
b

x
bePaf

b
（②より） 

であるから，yx
bePaf

b
とおくと，B－xA＝yE である。 

（ii）c~ 0 のとき xx
g
c
とおくと， 

e－xa＝
cePag

c
，f－xb＝

cfPbg
c

＝0（①より）， 

g－xc＝0，h－xd＝
chPdg

c
x

cePag
c

（③より） 

であるから，yx
cePag

c
とおくと，B－xA＝yE である。 

（iii）a－d~ 0 のとき xx
ePh
aPd

とおくと， 

e－xa＝
(aPd)ePa(ePh)

aPd
x

ahPde
aPd

，f－xb＝
(aPd)fPb(ePh)

aPd
＝0（②より）， 

g－xc＝
(aPd)gPc(ePh)

aPd
＝0（③より），h－xd＝

(aPd)hPd(ePh)
aPd

x
ahPde

aPd
 

であるから，yx
ahPde

aPd とおくと，B－xA＝yE である。 

（⇐）B＝xA＋yE となる x，y があるとする。このとき 

AB＝A(xA＋yE)＝xA2＋yA＝(xA＋yE)A＝BA 

である。■ 

 

6.3 ハミルトン-ケーリーの定理と係数比較 

 

この節では，ハミルトン-ケーリーの定理と係数比較に関する典型的な誤答例を確認する。この節で述

べることも，生徒のとっては今まで学習してきたこととは異なった性質であり，【観点 1】の立場から行

列を学ぶ意義の例であると考えることもできるだろう。 

 

ハミルトン-ケーリーの定理とは補題 3.11 でも述べたが念のために確認しておこう。 

 

定理 6.5 （ハミルトン-ケーリーの定理）任意の行列Ax
a b
c dÃ Äに対して， 

A2－(a＋d)A＋(ad－bc)E＝O 

が成り立つ。 

［証明］行列Ax
a b
c dÃ Äに対して， 
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A2x
a b
c dÃ Ä a b

c dÃ Äx
a2Obc abObd
acOcd bcOd2Ã Ä  

であるから， 

A2－(a＋d)A＋(ad－bc)E  

＝
a2Obc abObd
acOcd bcOd2Ã ÄP(aOd)

a b
c dÃ ÄO(adPbc)

1 0
0 1Ã Ä  

＝
a2Obc abObd
acOcd bcOd2Ã ÄP

a2Oad abObd
acOcd adOd2Ã ÄO

adPbc 0
0 adPbcÃ Ä  

＝
0 0
0 0Ã ÄxO  

となる。よって等式は成り立つ。■ 

 

注意しなければならないのが，この定理の逆が一般には成り立つとは限らないことである。すなわち， 

「行列Ax
a b
c dÃ Äが等式 A2－ｐA＋qE＝O をみたす ⇒ a＋d＝p，ad－bc＝q」 

とは限らないのである。これも生徒にとっては今までの経験とは異なり意外に感じるかもしれない。 

 

例題 6.6 次の(1)～(6)の事項は成り立つであろうか。 

(1) a，b を有理数とする。aOb 2 x5O6 2 をみたすとき，a＝5，b＝6 である。 

(2) a，b を実数，i を虚数単位とする。a＋bi＝5＋6 i をみたすとき，a＝5，b＝6 である。 

(3) a，b を実数とする。x2＋ax＋b＝x2＋5x＋6 が x についての恒等式のとき，a＝5，b＝6 である。 

(4）a，b を実数とする。p ，q が平行でない 2 つのベクトルで，apObqx5pO6q のとき，a＝5，b＝

6 である。 

(5) 2 数®，¯に対して，2 次方程式 x2＋(®＋¯ ) x＋® ¯＝0 は®，¯を解とする。 

2 次方程式 x2＋5x＋6＝0 の 2 つの解を®，¯とするとき，®＋¯＝5，® ¯＝6 である。 

(6) 行列Ax
a b
c dÃ Äに対して，A2－(a＋d)A＋(ad－bc)E＝O が成り立つ。 

行列Ax
a b
c dÃ Äが等式 A2－5A＋6E＝O をみたすとき，a＋d＝5，ad－bc＝6 である。 

［解答］(1) 成り立つ。実際，与式より 

(aP5)O(bP6) 2 x0   … ① 

である。 

いま，b~ 6 であると仮定する。このとき，b－6~ 0 であるから①より， 2 xP
aP5
bP6

となる。 

a，b は有理数であるから右辺は有理数となるが，左辺は無理数であり，矛盾する。よって，b＝6 であ

る。①に代入して，a－5＝0 であるから a＝5 である。 

(2) 成り立つ。複素数の相等の定義である。 

(3) 成り立つ。恒等式の定義（係数比較法）である。 
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(4) 成り立つ。系 0.4 から成り立つ。 

(5) 成り立つ。実際に 2 次方程式を解くと，(x－2)(x－3)＝0 より，解は x＝2，3 である。したがって，

(®，¯ )＝(2，3)または(3，2)であるが，いずれの場合も®＋¯＝5，® ¯＝6 である。 

(6) つねに成り立つとは限らない。a＋d＝5，ad－bc＝6 とは限らない。 

ハミルトン-ケーリーの定理（定理 6.5）から， 

A2－(a＋d)A＋(ad－bc)E＝O  … ② 

が成り立つ。また，仮定から， 

A2－5A＋6E＝O        … ③ 

であるから①－②より， 

(a＋d－5)A＝(ad－bc－6)E   … ④ 

である。ここで場合分けをする。 

（i）a＋d－5＝0 のとき 

④より O＝(ad－bc－6)E で，E~ O より，ad－bc－6＝0 である。 

よって，a＋d＝5，ad－bc＝6 である。 

（ii）a＋d－5~ 0 のとき 

kx
adPbcP6
aOdP5

とおけば，④より A＝kE である。 

これを③に代入すると，(k2＋5 k＋6) E＝O で，E~ O より，k2＋5 k＋6＝0 である。ゆえに，k＝2，3 で

ある。 

 k＝2 のとき，Ax2Ex
2 0
0 2Ã Äであるから，a＋d＝4，ad－bc＝4 である。 

 k＝3 のとき，Ax3Ex
3 0
0 3Ã Äであるから，a＋d＝6，ad－bc＝9 である。 

したがって，(a＋d，ad－bc)＝(5，6)または(4，4)または(6，9)である。■ 

 

本節の本題からは外れるが，ハミルトン-ケーリーの定理の応用例として行列のべき乗を求めることが

できる。行列のべき乗を求める方法がいくつかあり，それぞれの方法について特徴があることを知るこ

とも，生徒にとっては興味深いものがあると考えたからついでに述べる。 

例題 3.12，例題 4.4 と同じ問題をハミルトン-ケーリーの定理を使って解いてみよう。 

 

例題 6.7 n を正の整数とする。行列Ax
1 3
2 2Ã Äについて Anを求めなさい。 

［解答］ハミルトン-ケーリーの定理（定理 6.5）から， 

A2－3A－4E＝O  … ① 

が成り立つ。 

ここで，tnを t2－3t－4＝(t＋1)(t－4)で割ったときの商を Q(t)，余りを at＋b（a，b は実数）とすると， 

tn ＝(t＋1)(t－4)Q(t)＋at＋b 

となる。t＝－1，4 を代入すると，(－1)n＝－a＋b，4n＝4a＋b であるからこれを解いて， 
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ax
P(P1)nO4n

5
，bx

4A(P1)nO4n

5
 

である。よって，恒等式 

tnx(t2P3tP4)Q(t)O
P(P1)nO4n

5
tO

4A(P1)nO4n

5
 

が成り立つ。これより， 

Anx(A2P3AP4E)Q(A)O
P(P1)nO4n

5
AO

4A(P1)nO4n

5
E  

が成り立つが，①より， 

An＝
P(P1)nO4n

5
AO

4A(P1)nO4n

5
E  

＝
P(P1)nO4n

5
1 3
2 2Ã ÄO

4A(P1)nO4n

5
1 0
0 1Ã Ä  

＝
1
5

3A(P1)nO2A4n P3A(P1)nO3A4n

P2A(P1)nO2A4n 2A(P1)nO3A4nÃ Ä  

となる。■ 

もちろん例題 3.12(1)，例題 4.4 と同じ答えになっている。 

 

6.4 複素数との関連 

 

行列と複素数については，一見何も関係のないような 2 つではあるが，この節で述べるような興味深

い関係がある。この節では，【観点 2】の立場から，その具体的な内容を述べる。これも生徒にとっては

意外な関係で興味を引くかもしれない。 

 

例題 6.8 複素数®＝1＋2i に対して行列Ax
1 P2
2 1Ã Äを，複素数¯＝3＋4i に対して行列Bx

3 P4
4 3Ã Ä

を対応させる。このとき次の値または行列を求め，気づいたことを書きなさい。 

(1) ®＋¯  と A＋B 

(2) ®－¯  と A－B 

(3) ® ¯  と AB 

(4) 
®
¯  と AB－1  

［解答］(1) ®＋¯＝(1＋2i)＋(3＋4i)＝4＋6i，AOBx
1 P2
2 1Ã ÄO

3 P4
4 3Ã Äx

4 P6
6 4Ã Ä  

(2) ®－¯＝(1＋2i)－(3＋4i)＝－2－2i，APBx
1 P2
2 1Ã ÄP

3 P4
4 3Ã Äx

P2 2
P2 P2Ã Ä  

(3) ® ¯＝(1＋2i)(3＋4i)＝－5＋10i，ABx
1 P2
2 1Ã Ä 3 P4

4 3Ã Äx
P5 P10
10 P5Ã Ä  
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(4) 
®
¯

x
1O2i
3O4i

x
(1O2i)(3P4i)
(3O4i)(3P4i)

x
11
25

O
2
25

i ， 

ABP1x
1 P2
2 1Ã Ä 3 P4

4 3Ã ÄP1

x
1 P2
2 1Ã Ä 1

25
3 4

P4 3Ã Äx
1
25

11 P2
2 11Ã Ä  

（気づいたことの例）①複素数と行列の対応について，a＋bi ⇔ 
a Pb
b aÃ Ä  

②和・差・積を計算しても複素数と行列が対応している。 

③複素数の商
®
¯
を®¯P1 と考えれば，商についても複素数と行列は対応している。■ 

 

例題 6.8 で気づいたことについては，一般の複素数と対応する行列に対しても成り立つ。このことを証

明してみよう。 

a，b，c，d を実数とする。 

複素数®＝a＋bi に対して行列Ax
a Pb
b aÃ Äを対応させる。 

複素数¯＝c＋di に対して行列，Bx
c Pd
d cÃ Ä を対応させる。 

［1］複素数の和®＋¯に対して， 

®＋¯＝(a＋bi)＋(c＋di)＝(a＋c)＋(b＋d)i 

であるから，対応する行列は， 

aOc P(bOd)
bOd aOcÃ Äx

a Pb
b aÃ ÄO

c Pd
d cÃ ÄxAOB  

である。 

［2］複素数の差®－¯に対して， 

®－¯＝(a＋bi)－(c＋di)＝(a－c)＋(b－d)i 

であるから，対応する行列は， 

aPc P(bPd)
bPd aPcÃ Äx

a Pb
b aÃ ÄP

c Pd
d cÃ ÄxAPB  

である。 

［3］複素数の積® ¯に対して， 

® ¯＝(a＋bi)(c＋di)＝(ac－bd)＋(ad＋bc)i 

であるから，対応する行列は， 

acPbd P(adObc)
adObc acPbdÃ Äx

a Pb
b aÃ Ä c Pd

d cÃ ÄxAB  

である。 

［4］¯~ 0 のとき，複素数の商®¯P1x
®
¯

に対して， 

®¯P1x
®
¯

x
aObi
cOdi

x
(aObi)(cPdi)
(cOdi)(cPdi)

x
acObd
c2Od2 O

PadObc
c2Od2 i  
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であるから，対応する行列は， 

acObd
c 2Od 2 P

PadObc
c 2Od 2Ã Ä

PadObc
c 2Od 2

acObd
c 2Od 2

Ã Äx
a Pb
b aÃ Ä 1

c 2Od 2

c d

Pd cÃ ÄxAB P1  

である。 

まとめると，
a Pb
b aÃ Ä の形の行列の和・差・積・商（逆行列の積）がそれぞれ複素数の和・差・積・商

に対応している。つまり，
a Pb
b aÃ Ä は複素数の行列による表現になっている。 

 

このことを現代数学風に述べてみると次のようになる。 

複素数全体の集合を Cとし，行列環の部分集合 D を 

Dx
a Pb
b aÃ Äja,b,c,dは実数Ç È  

で定義する。このとき，C，D は環（特に可換環）になる。 

写像': C→D を，a，b を実数として，®＝a＋bi に対して， 

'(®)x'(aObi)x
a Pb
b aÃ Ä  

で定義すれば，［1］～［4］でわかったことは，それぞれ， 

［1］'(®O¯)x'(®)O'(¯)  

［2］'(®P¯)x'(®)P'(¯)  

［3］'(®¯)x'(®)'(¯)  

［4］'(®¯P1)x'(®)'(¯)P1  

ということである。さらに' は明らかに全射かつ単射である。 

 

一般に，R，S を環とし，写像': R→S が［1］と［3］をみたすとき，' を R から S への環準同型とい

う。全射かつ単射の環準同型を環同型という。環同型の定義域である環 R と値域である環 S は環として

同型という。R と S は同じ構造を持つと考えられ，しばしば同一視される。 

この場合，Cと D は環として同一視されるということである。したがって，次のようにまとめられる。 

複素数全体の集合を Cとし，行列環の部分集合 D を 

Dx
a Pb
b aÃ Äja,b,c,dは実数Ç È  

で定義する。このとき，Cと D は環として同型である。 

 

6.5 対称行列と交代行列 

 

この節では，【観点 3】の立場から，存在と一意に関する命題の例と，その具体的な証明を述べる。特

に任意の行列に対して対称行列と交代行列がただ一つ存在して，それらの和で表されることを中心に述
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べる。 

 

対称行列については定義 5.6 でも述べた。交代行列とは次のような行列である。 

 

定義 6.9 行列 A が交代行列とは，tAxPA となること，すなわち A が， 

Ax
0 Pb
b 0Ã Ä（b は実数） 

の形をしていることである。 

 

命題 6.10 任意の行列は，対称行列と交代行列の和として一意に表わされる。 

すなわち，任意の行列 A に対して，A＝B＋C となる対称行列 B と交代行列 C がただ一つ存在する。 

 

この命題 6.10 の意味することは，たとえば行列
3 P1
3 2Ã Äは， 

3 P1
3 2Ã Äx

3 1
1 2Ã ÄO

0 P2
2 0Ã Ä  

のように対称行列
3 1
1 2Ã Äと交代行列

0 P2
2 0Ã Äの和で表される。しかし，これ以外の対称行列と交代行列の

和では表されないということである。 

その証明は，対称行列と交代行列があること（存在）は実際に構成してみせることであり，ただ一つし

かないこと（一意）は，2 つあったとしたらその 2 つは同じものであるという方針である。 

 

［命題 6.10 の証明］任意の行列 A をとり固定する。 

（存在）Bx
1
2

(AOtA) ，Cx
1
2

(APtA) とおく。このとき， 

tBx
1
2

t(AOtA)x
1
2

(tAOt(tA))x
1
2

(tAOA)xB  

tCx
1
2

t(APtA)x
1
2

(tAPt(tA))x
1
2

(tAPA)xPC  

であるから B，C はそれぞれ対称行列，交代行列である。また， 

BOCx
1
2

(AOtA)O
1
2

(APtA)xA  

である。 

（一意）A＝B＋C＝B´＋C´（B，B´は対称行列，C，C´は交代行列）と 2 通りに表わされたとする。

このとき，移項して， 

B －B´＝C´－C   … ① 

となる。両辺の転置行列を考えると t(B －B´ )＝t(C´－C)となるが， 

(左辺)＝tB －tB´＝B －B´，(右辺)＝tC´－tC＝－(C´－C) 
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であるから， 

B －B´＝－(C´－C) … ② 

となる。①＋②より，2(B －B´ )＝O であるから，B＝B´ となる。これを①に代入して O＝C´－C であ

るから，C＝C´となる。■ 

 

これと同じように考えれば， 

(1) 2 変数の任意の多項式は対称式と交代式の和として一意に表わされる。 

(2) 実数全体を定義域とする任意の関数は偶関数と奇関数の和として一意に表わされる。 

ことも証明できる（演習問題 6［6-4］参照）。 

 

6.6 行列式とトレース 

 

この節では，【観点 3】の立場から，存在命題で，特に「存在しない」ことの命題の例を中心に扱う。

また，本観点とは外れるが，行列式とトレースの概念は意外と便利であるので，これらを用いた教材につ

いても述べる。 

 

いきなりだがまずは問題から始める。 

 

例題 6.11 X，A の各成分は実数とする。次のような行列は存在するか。 

(1) X2x
0 1
1 0Ã Äをみたす行列 X は存在するか。 

(2) AXx
1 1
0 1Ã Ä，XAx

0 1
P1 1Ã Äをみたす行列 X，A は存在するか。 

 

存在するか否を問う問題は高校数学にはあまり見当たらないので，この問題を初めて見たときはどこ

から手を付ければいいのかわからないかもしれない。実はこの問題は「行列式」と「トレース」を用いれ

ば解決できる。 

 

［例題 6.11(1)の解答］与式の両辺の行列式を計算する。X 2 x
0 1
1 0Ã Ä である。ここで， 

(左辺)＝XX x X X x X 2
≧0，(右辺)＝－1 

であるが，これはあり得ない。したがって，このような行列 X は存在しない。■ 

 

このように(1)は行列式を用いれば存在しないことを鮮やかに証明できるが，(2)は行列式を用いてもう

まくいかない。(2)はトレースを用いるとうまくいく。 

トレースについては演習問題 0［0-4］でも簡単に触れたが，改めて詳しく見てみる。 

 

定義 6.12 行列Ax
a b
c dÃ Äに対して， 
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traceA＝a＋d 

とおいて，A のトレースという。 

 

命題 6.13  A，B を行列とし，k，l を実数とする。このとき次の(1)，(2)が成り立つ。 

(1) trace(kA＋lB) ＝k traceA＋l traceB 

(2) trace(AB)＝trace(BA)  

［証明］ Ax
a b
c dÃ Ä ,Bx

e f
g hÃ Ä  とする。 

(1) kAOlBx
kaOle kbOlf
kcOlg kdOlhÃ Ä であるから， 

trace(kA＋lB) ＝(ka＋le)＋(kd＋lh)＝k(a＋d)＋l (e＋h)＝k traceA＋l traceB  

となる。 

(2) ABx
aeObg afObh
ceOdg cfOdhÃ Ä ，BAx

aeOcf beOdf
agOch bgOdhÃ Äであるから， 

trace(AB)＝(ae＋bg)＋(cf＋dh)＝(ae＋cf)＋(bg＋dh)＝trace(BA) 

となる。■ 

 

トレースの性質を用いて例題 6.11(2)を解いてみよう。 

［例題 6.11(2)の解答］与式の両辺のトレースを計算する。 

trace(AX)xtrace
1 1
0 1Ã Äより，trace(AX)＝2 

trace(XA)xtrace
0 1

P1 1Ã Äより，trace(XA)＝1 

である。 

命題 6.13(2)より，trace(AB)＝trace(BA)であるからこれは矛盾である。したがって，このような行列 X

は存在しない。■ 

 

本節の本題からは外れるが，ベキ零行列についての証明問題においては，次の命題が役に立つことがあ

る。 

 

命題 6.14  A を行列とする。このとき， 

A2＝O ⇔ Ax0 かつ traceA＝0 

［証明］Ax
a b
c dÃ Äとする。 

ハミルトン-ケーリーの定理（定理 6.5）から，A2－(a＋d)A＋(ad－bc)E＝O すなわち， 

A2－(traceA)A＋A E＝O … ① 

である。 

（⇒）A2＝O とする。このとき， 



- 84 - 

 

－(traceA)A＋A E＝O  … ② 

である。いま，traceA~ 0 と仮定する。このとき，Ax
A

traceA
E であるから， 

 A 2x
A

traceAÃ Ä 2

E~O  

となり A2＝O に矛盾する。したがって，traceA＝0 である。 

②に代入して，AExOであるから，Ax0 である。 

（⇐）Ax0 かつ traceA＝0 とする。①に代入して，A2＝O である。■ 

 

命題 6.14 を用いると次のような証明問題は方針がたちやすい。 

 

例題 6.15  A，B を行列とする。次の(1)，(2)を証明しなさい。 

(1) (AB)2xO  ⇒ (BA)2xO  

(2) ABPBAxA  ⇒ A2＝O 

［解答］(1) (AB)2xOとする。命題 6.14 より，trace(AB)x0 かつAB x0 である。ここで， 

trace(AB)＝trace(BA)，AB x A B x B A x BA  

であるから，trace(BA)＝0 かつBA x0 となる。したがって再び命題 6.14 より，(BA)2xOとなる。 

(2) ABPBAxA とする。命題 6.14 より traceA＝0 かつ A x0 を示せばよい。 

（traceA＝0 であること）両辺のトレースを計算する。 

trace(ABPBA)xtraceA  

である。ここで， 

（左辺）＝trace(AB)Ptrace(BA)xtrace(AB)Ptrace(AB)x0  

であるから，traceA＝0 である。 

（ A x0 であること）A ~0 と仮定する。このとき A は逆行列 A－1をもつ。 

ABPBAxA の両辺に左から A－1をかけると， 

BPAP1(BA)xE  

となる。両辺のトレースを計算する。 

trace(BPAP1(BA))xtraceE  

である。ここで， 

(左辺)＝traceBPtrace(AP1(BA))  

＝traceBPtrace((BA)AP1)  

＝traceBPtraceBx0  

(右辺)＝trace
1 0
0 1Ã Ä＝2 

となり矛盾である。したがって，A x0 である。■ 

 

次の問題は演習問題 4［4-5］(2)と同じ問題である。これも本節の本題からは外れるが，本節で学んだ

ことを利用して求めてみよう。 
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例題 6.16 行列Ax
10 6

P9 P5Ã Äに対して B 2＝A となる行列 B を求めなさい。 

［解答］ハミルトン-ケーリーの定理（定理 6.5）よりB2P(traceB)BO B ExO であるから， 

AP(traceB)BO B ExO  

すなわち， 

(traceB)BxAO B E   … ① 

となる。 

いま，B 2＝A の両辺の行列式を計算する。B 2 x A である。ここで， 

(左辺)＝BB x B 2
，(右辺)＝

10 6
P9 P5Ã Ä ＝4 

であるからB 2x4 ，すなわちB xE2 である。 

（i）B x2 のとき ①より(traceB)B＝
10 6

P9 P5Ã ÄO2
1 0
0 1Ã Äすなわち， 

(traceB)B＝
12 6

P9 P3Ã Ä   … ② 

である。両辺のトレースを計算すると，tracef(traceB)Bgxtrace
12 6

P9 P3Ã Äより，(traceB)2＝9 である。

よって，traceB＝±3 となる。②に代入して， 

B＝E
1
3

12 6
P9 P3Ã ÄxE

4 2
P3 P1Ã Ä  

である。これはたしかに B 2＝A をみたす。 

（ii）B xP2 のとき ①より(traceB)B＝
10 6

P9 P5Ã ÄP2
1 0
0 1Ã Äすなわち， 

(traceB)B＝
8 6

P9 P7Ã Ä   … ③ 

である。両辺のトレースを計算すると，tracef(traceB)Bgxtrace
8 6

P9 P7Ã Äより，(traceB)2＝1 である。

よって，traceB＝±1 となる。③に代入して， 

B＝E
8 6

P9 P7Ã Ä  

である。これはたしかに B 2＝A をみたす。■ 

もちろん演習問題 4［4-5］(2)と同じ答えになっている。 

 

6.7 マルコフ連鎖 

 

この節では，【観点 4】の立場から，高校生でも理解できるような行列の応用例を扱う。ここではマル

コフ連鎖についてのみ触れる。 
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マルコフ連鎖とは大ざっぱにいうと，離散的な時間経過に伴って確率的に変化する現象で，時間的に

「次の状態」がどうなるのかが「現在の状態」にのみ依存して確率的に決まり，「過去の履歴」には無関

係なもののことである。具体例をあげよう。 

 

例 6.17 S 市と T 町は隣り合っている。人口移動を調べたところ，毎年 S 市の人口の 10％の人が T

町へ移住し，逆に T 町の人口の 30％の人が S 市に移住していることが分かった。S 市と T 町の人口の総

和が 6 万人とする。十分年月が経ったとき，S 市と T 町の人口はどのようになっているか調べよう。 

S 市，T 町の最初の人口をそれぞれx0（人），y0（人）とし，n 年後の人口をそれぞれx n（人），yn（人）

としよう。このとき，x0 ＋y0 ＝60000 である。 

S 市では毎年 S 市の人口の 90％が S 市にとどまり，T 町の人口の 70％が S 市に移住する。 

T 町では毎年 S 市の人口の 10％が T 町に移住し，T 町の人口の 30％が T 町にとどまる。 

したがって，最初と 1 年後の人口の関係は， 

x1x0.9x0O0.3y0

y1x0.1x0O0.7y0
Ç  

すなわち， 

x1

y1
Ã Äx

0.9 0.3
0.1 0.7Ã Ä x0

y0
Ã Ä  

である。 

次に，1 年後と 2 年後の人口の関係は， 

x2x0.9x1O0.3y1

y2x0.1x1O0.7y1
Ç  

すなわち， 

x2

y2
Ã Äx

0.9 0.3
0.1 0.7Ã Ä x1

y1
Ã Ä  

である。 

以下同様にして，n－1 年後と n 年後の人口の関係は， 

xnx0.9xnP1O0.3ynP1

ynx0.1xnP1O0.7ynP1
Ç  

すなわち， 

xn

yn
Ã Äx

0.9 0.3
0.1 0.7Ã Ä xnP1

ynP1
Ã Ä  

である。 

いま，Ax
0.9 0.3
0.1 0.7Ã Äとおくと， 

x1

y1
Ã ÄxA

x0

y0
Ã Ä， x2

y2
Ã ÄxA

x1

y1
Ã ÄxA2 x0

y0
Ã Ä，…，

xn

yn
Ã ÄxA

xnP1

ynP1
Ã Äx@@@xAn x0

y0
Ã Ä  

である。ここで，Anを求めよう。ここでは行列のスペクトル分解の方法を用いて求める。 

まず，固有値を求める。固有方程式は，  
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t2－1.6t＋0.6＝0 

である。これより，固有値は 1 と 0.6 である。 

次に射影 P，Q を求める。 

Px
1

1P0.6
(AP0.6E)x

1
0.4

0.9 0.3
0.1 0.7Ã ÄP

0.6 0
0 0.6Ã ÄÇ Èx

0.75 0.75
0.25 0.25Ã Ä  

QxP
1

1P0.6
(APE)xP

1
0.4

0.9 0.3
0.1 0.7Ã ÄP

1 0
0 1Ã ÄÇ Èx

0.25 P0.75
P0.25 0.75Ã Ä  

である。 

A のスペクトル分解は，A＝P＋0.6Q であるから，PQ＝QP＝O，P 2＝P，Q 2＝Q に注意すれば， 

An＝(P＋0.6Q)n＝P＋(0.6)nQ ＝
0.75 0.75
0.25 0.25Ã ÄO(0.6)n 0.25 P0.75

P0.25 0.75Ã Ä  

となる。したがって， 

xn

yn
Ã Äx

0.75 0.75
0.25 0.25Ã ÄO(0.6)n 0.25 P0.75

P0.25 0.75Ã ÄÇ È x0

y0
Ã Ä  

となるが，lim
n!1

(0.6)nx0 であるから，十分年月が経ったとき，(0.6)n＝0 とみなすことにすると， 

xn

yn
Ã Äx

0.75 0.75
0.25 0.25Ã Ä x0

y0
Ã Äx

0.75(x0Oy0)
0.25(x0Oy0)
Ã Äx

0.75A60000
0.25A60000Ã Äx

45000
15000Ã Ä  

となる。 

したがって，十分年月が経ったとき，S 市の人口は 4 万 5000 人，T 町の人口は 1 万 5000 人である。■ 

 

例題 6.18 ある町の人たちは，夕食に必ず和食か洋食の一方を食べる。そして， 

夕食に和食を食べた翌日，夕食に和食を食べる人は町全体の 50％，洋食を食べる人は町全体の 50％ 

夕食に洋食を食べた翌日，夕食に和食を食べる人は町全体の 70％，洋食を食べる人は町全体の 30％ 

であるという。 

十分日数が経ったとき，この町の人たちは和食と洋食についてどのくらいの割合で夕食に食べるのか

求めなさい。 

［解答］初日に和食，洋食を食べる割合をそれぞれx0 ，y0 とし，n 日後の割合をそれぞれx n ，yn とす

る。このとき，x0 ＋y0 ＝1 である。 

n－1 日後と n 日後の和食，洋食を食べる割合の関係は， 

xnx0.5xnP1O0.7ynP1

ynx0.5xnP1O0.3ynP1
Ç  

すなわち， 

xn

yn
Ã Äx

0.5 0.7
0.5 0.3Ã Ä xnP1

ynP1
Ã Ä  

である。 

いま，Ax
0.5 0.7
0.5 0.3Ã Äとおくと， 

xn

yn
Ã ÄxAn x0

y0
Ã Ä  
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である。ここで，Anを求めよう。ここでは行列のスペクトル分解の方法を用いて求める。 

まず，固有値を求める。固有方程式は，  

t2－0.8t－0.2＝0 

である。これより，固有値は 1 と－0.2 である。 

次に射影 P，Q を求める。 

Px
1

1O0.2
(AO0.2E)x

1
1.2

0.5 0.7
0.5 0.3Ã ÄO

0.2 0
0 0.2Ã ÄÇ Èx

1
1.2

0.7 0.7
0.5 0.5Ã Ä  

QxP
1

1O0.2
(APE)xP

1
1.2

0.5 0.7
0.5 0.3Ã ÄP

1 0
0 1Ã ÄÇ Èx

1
1.2

0.5 P0.7
P0.5 0.7Ã Ä  

である。 

A のスペクトル分解は，A＝P－0.2Q であるから，PQ＝QP＝O，P 2＝P，Q 2＝Q に注意すれば， 

An＝(P－0.2Q)n＝P＋(－0.2)nQ ＝
1

1.2
0.7 0.7
0.5 0.5Ã ÄO(P0.2)n 1

1.2
0.5 P0.7

P0.5 0.7Ã Ä  

となる。したがって， 

xn

yn
Ã Äx

1
1.2

0.7 0.7
0.5 0.5Ã ÄO(P0.2)n 1

1.2
0.5 P0.7

P0.5 0.7Ã ÄÇ È x0

y0
Ã Ä  

となるが，lim
n!1

(P0.2)nx0 であるから，十分日数が経ったとき，(－0.2)n＝0 とみなすことにすると， 

xn

yn
Ã Äx

1
1.2

0.7 0.7
0.5 0.5Ã Ä x0

y0
Ã Äx

1
1.2

0.7(x0Oy0)
0.5(x0Oy0)
Ã Äx

1
1.2

0.7
0.5Ã Ä  

となる。 

したがって，十分日数が経ったとき，和食：洋食＝7：5 の割合で夕食に食べる。■ 

 

【演習問題 6】 

 

［6-1］行列Ax
a b
c dÃ Ä ,Bx

e f
g hÃ Ä に対して，積 AB をABx

aeObg afObh
ceOdg cfOdhÃ Ä と定義することが自然

なものとして納得できるために，以下のようにして合成を用いて説明しなさい。 

1 次変換 f，g を表す行列をそれぞれ A，B として， 

① g によりベクトルpx
x
yÃ Äがベクトルqx

x´
ýÃ Ä に 

② f によりベクトルqx
x´
ýÃ Ä がベクトルrx

x´́
ý´Ã Ä に 

写される。 

 

［6-2］A を O でない行列とする。このとき， 

A が零因子である（すなわち，ある O でない行列 B があって，AB＝O となる）。 

⇔ A は逆行列を持たない 

を証明しなさい。 
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［6-3］A，B を行列とする。AB＝kE のとき，AB＝BA であることを証明しなさい。 

 

［6-4］命題 6.10 の証明を参考にして，次の(1)，(2)の事項を証明しなさい。 

(1) 2 変数の任意の多項式は対称式と交代式の和として一意に表わされる。すなわち，任意の多項式

p(x,y)に対して，p(x,y)＝s(x,y)＋a(x,y)となる対称式 s(x,y)と交代式 a(x,y)がただ一つ存在する。 

ここで，x と y を変数とする多項式 s(x,y)が対称式とは，s (y,x)＝s (x,y)が成り立つことをいい，多項式 

a (x,y)が交代式とは，a (y,x)＝－a (x,y)が成り立つことをいう。 

(2) 実数全体を定義域とする任意の関数は偶関数と奇関数の和として一意に表わされる。すなわち，任

意の関数 f(x)に対して，f(x)＝e(x)＋o(x)となる偶関数 e(x)と奇関数 o(x)がただ一つ存在する。 

ここで，実数全体を定義域とする関数 e (x)が偶関数とは，e (－x)＝e (x)が成り立つことをいい，関数

o (x)が奇関数とは，o (－x)＝－o (x)が成り立つことをいう。 

 

［6-5］AB－BA＝E をみたす行列 A，B は存在するか。 
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おわりに 

 

第 0 章から第 5 章までは，理工系大学の初年度に学習する線形代数について，特に 2 次元の場合に限

ってではあるが，従前高等学校で学習した行列から自然に接続できるように内容を洗練して解説したも

のである。中学・高等学校数学科教員に（そして可能ならば意識の高い高校生にも）理解できるように述

べようとしてきたが，目的は数学科教員が，高等学校の教材を高い視点から眺められるように，そのため

の基礎となる事項が理解できるようにしたかったことである。 

1968 年学習指導要領のいわゆる「数学教育の現代化」以来続いていた平面上のベクトルと，ベクトル

の 1 次変換に付随してきた行列であるから，現職の数学科教員はおそらく高等学校で平面上のベクトル

と行列については学んできたと思われる。そして大学に進学して初年度に線形代数と微分・積分を学ん

できたと思われる。ところが，高校まで得意だった数学が，大学初年度でいきなり抽象的なベクトル空間

や，イプシロン‐デルタ論法などで挫折してしまったのではないだろうか（少なくとも筆者もそうであ

る）。結局大学初年度で学ぶ程度の線形代数ですら満足に理解できないまま教員になってしまった方も少

なくはないと思われる。 

筆者もいまだに線形代数がよくわかっていないが，せめてものリベンジとして平面上の線形代数くら

いはわかりたいとは常々思っていた。数学科教員の中にもそう思っている方は多いのではないだろうか。

そういう方のためにこの本を執筆した。教員の「学びなおし」である。ただし，平面上のベクトルと行列

を用いて定義される 1 次変換に限って対象にしたので線形代数のうちのかなりの部分を犠牲にせざるを

得なかった。だから線形代数の参考書としては不十分である。しかし，数学科教員のための参考書として

は教材研究に役に立つ 1歩先の内容ばかりのものである。スローガンは「今度こそわかりたい線形代数」

である。 

 

現行の学習指導要領においては行列については「数学活用」において若干学習する程度にとどまってい

る。したがって多くの高校生は理系の生徒といえども行列について学ばずに大学に進学しているのが現

状である。さらに次期の学習指導要領では，行列を学ばないだけではなく，平面ベクトルが数学 C に移

行することになった。つまり文系の生徒の中にはベクトルですら学ばないということもありえるという

ことになる。この現状に危機感を覚える。 

そこで第 6 章では，高等学校で行列を学習することの意義として，既習の内容について意味理解を深

めるための一助になるということを述べた。4つの観点を柱にして，その周辺の事項や高等学校数学科の

授業でも使えそうな教材について考察した。 

今後は，これらの教材の具体的な学習指導案を作成し，実践にあたれることを希望する。同時に，どの

ような効果が得られるのかも検証できたらとも考えている。これらのことを通して高等学校数学科に行

列が復活することを強く望む。 

 

線形代数のわかっていない筆者が書いたものだからその中には間違いが潜んでいる可能性が大いにあ

るものと考える。その際はご容赦いただきたいのと，ご連絡いただけると幸いである。 
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演習問題の解答 

 

【演習問題 0】 

 

［0-1］(1) A x1A7P(P3)A(P2)x1~0 であるから A は逆行列をもち， 

AP1x
1
1

7 3
2 1Ã Äx

7 3
2 1Ã Ä  

(2) B x1A4P2A3xP2~0 であるから B は逆行列をもち， 

BP1x
1

P2
4 P2

P3 1Ã Äx
P2 1

3
2

P
1
2

Ã Ä  

(3) C x1A6P2A3x0 であるから C は逆行列をもたない。 

 

［0-2］(1) この連立方程式を行列で表すと， 

3 7
1 2Ã Ä x

yÃ Äx
1
0Ã Ä  

となる。 

Ax
3 7
1 2Ã Äとおくと，A x3A2P7A1xP1~0 であるから，AP1x

1
P1

2 P7
P1 3Ã Äx

P2 7
1 P3Ã Ä で， 

x
yÃ ÄxAP1 1

0Ã Äx
P2 7

1 P3Ã Ä 1
0Ã Äx

P2
1Ã Ä  

したがって，x＝－2，y＝1 である。 

(2) この連立方程式を行列で表すと， 

2 P1
P1 5Ã Ä x

yÃ Äx
P3

6Ã Ä  

となる。 

Bx
2 P1

P1 5Ã Äとおくと，B x2A5P(P1)A(P1)x9~0 であるから，BP1x
1
9

5 1
1 2Ã Äで， 

x
yÃ ÄxBP1 P3

6Ã Äx
1
9

5 1
1 2Ã Ä P3

6Ã Äx
1
9

P9
9Ã Äx

P1
1Ã Ä  

したがって，x＝－1，y＝1 である。 

(3) この連立方程式を行列で表すと， 

a b
c dÃ Ä x

yÃ Äx
k
lÃ Ä  

となる。 

Cx
a b
c dÃ Ä とおくと，C xadPbc~0 であるから，CP1x

1
C

d Pb

Pc aÃ Ä で， 
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x
yÃ ÄxCP1

k
lÃ Äx

1
C

d Pb

Pc aÃ Ä k
lÃ Äx

1
C

dkPbl

PckOalÃ Äx
1
C

k b
l dÃ Ä
a k
c lÃ ÄÃ Ä  

したがって，x＝
k b
l dÃ Ä
C

，y＝
a k
c lÃ Ä

C
である。 

 

［0-3］連立方程式を変形すると， 

(3Pk)xO yx0

ÿ2xO(4Pk)yx0Ç  

であるから，系 0.17(2)より，
3Pk 1

2 4PkÃ Ä x0 すなわち，(3Pk)(4Pk)P1A2x0 である。 

これよりk2P7kO10x0 となり，これを解いて k＝2，5 である。 

 

［0-4］Bx
e f
g hÃ Ä とする。 

ABx
a b
c dÃ Ä e f

g hÃ Äx
aeObg afObh
ceOdg cfOdhÃ Ä，BAx

e f
g hÃ Ä a b

c dÃ Äx
aeOcf beOdf
agOch bgOdhÃ Ä  

より 

trace(AB)＝ae＋bg＋cf＋dh，trace(BA)＝ae＋cf＋bg＋dh 

となる。したがって，trace(AB)＝trace(BA)である。 

 

［0-5］A2＝O とする。このとき， 

(E－A) (E＋A)＝E＋A－A－A2＝E－A2＝E 

となる。同様にして， 

(E＋A) (E－A)＝E－A＋A－A2＝E－A2＝E 

も成り立つ。 

したがって E－A は逆行列をもち，(E－A)－1＝E＋A である。 

 

【演習問題 1】 

 

［1-1］(1) 
0 1
1 0Ã Ä 1

2Ã Äx
2
1Ã Äであるから，点(2，1)に写る。 

(2) 
1 P3
0 1Ã Ä 3

1Ã Äx
0
1Ã Äであるから，点(0，1)に写る。 

(3) 
1 2

P2 1Ã Ä P2
1Ã Äx

0
5Ã Äであるから，点(0，5)に写る。 
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［1-2］
a P2

P1 bÃ Ä 2
1Ã Äx

2
1Ã Äより，

2aP2

P2ObÃ Äx
2
1Ã Äである。 

よって，2a－2＝2，－2＋b＝1 から a＝2，b＝3 である。 

 

［1-3］(1) 点 P の座標を(x，y)とする。行列 A について，A x2A3P4A1x2~0 であるから A は逆

行列AP1x
1
2

3 P4
P1 2Ã Äをもつ。 

A
x
yÃ Äx

P2
P2Ã Äであるから， 

x
yÃ ÄxAP1 P2

P2Ã Äx
1
2

3 P4
P1 2Ã Ä P2

P2Ã Äx
1

P1Ã Ä  

となる。したがって点 P の座標は P(1，－1)である。 

(2) 点 P(x，y)が f によって直線上の点(x´，y´ )に写るとする。 

x´
ýÃ Äx

2 4
1 3Ã Ä x

yÃ Äx
2xO4y
xO3yÃ Ä  

であるから，x´＝2x＋4y，y´＝x＋3y である。 

これを 3x´＋4y´－12＝0 に代入して 3(2x＋4y)＋4(x＋3y)－12＝0 となる。 

これを整理すれば求める図形は直線 5x＋12y－6＝0 である。 

 

［1-4］ f ，g を表す行列はそれぞれ 

0 1
1 0Ã Ä， cos(P60¸) Psin(P60¸)

sin(P60¸) cos(P60¸)Ã Ä＝
1
2

3
2

P
3

2

1
2

Ã Ä  

であるから，合成変換 g◦ f を表す行列は， 

1
2

3
2

P
3

2

1
2

Ã Ä 0 1
1 0Ã Ä＝

3
2

1
2

1
2 P

3
2

Ã Ä  

である。なおこの行列は 

cos30¸ sin30¸
sin30¸ Pcos30¸Ã Ä  

であるから，合成変換 g◦ f は，原点 O を通り，x 軸と角 15°をなす直線に関する対称移動を表す。 

 

［1-5］（⇒）w 1 ，w 2 が 1 次独立とする。ベクトルp に対してf(p)x0 とする。 

v 1 ，v 2 は 1 次独立だから命題 0.3(5)よりpxxv1Oyv2 をみたす実数の組(x，y)がただ 1 組ある。このと

き， 

f(p)xf(xv1Oyv2)xxf(v1)Oyf(v2)xxw 1Oyw2  
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であるから，xw 1Oyw 2x0 となる。 

ここで，w 1 ，w 2 が 1 次独立だから，命題 0.3(6)より x＝y＝0 である。 

したがって，pxxv1Oyv2x0 となるので命題 1.5，定理 1.6 より f は非退化である。 

（⇐）f は非退化とする。xw 1Oyw 2x0 とする。 

このときxf(v1)Oyf(v2)x0 よりf(xv 1Oyv 2)x0 であるから，命題 1.5(2)よりxv1Oyv2x0 である。 

ここで，v 1 ，v 2 は 1 次独立だから命題 0.3(6)より x＝y＝0 である。 

したがって，w 1 ，w 2 は 1 次独立である。 

 

【演習問題 2】 

 

［2-1］(1) pxxv1Oyv2 とおくと， 

P1
4Ã Äxx

P1
1Ã ÄOy

1
2Ã Äx

PxOy
xO2yÃ Ä  

であるから，－1＝－x＋y，4＝x＋2y である。これを解いて x＝2，y＝1 である。 

したがって，p ＝2v 1 ＋v 2 である。 

(2) qxxv 1Oyv 2 とおくと， 

4
5Ã Äxx

P1
1Ã ÄOy

1
2Ã Äx

PxOy
xO2yÃ Ä  

であるから，4＝－x＋y，5＝x＋2y である。これを解いて x＝－1，y＝3 である。 

したがって，q ＝－v 1 ＋3v 2 である。 

(3) rxxv 1Oyv 2 とおくと， 

2
P2Ã Äxx

P1
1Ã ÄOy

1
2Ã Äx

PxOy
xO2yÃ Ä  

であるから，2＝－x＋y，－2＝x＋2y である。これを解いて x＝－2，y＝0 である。 

したがって，p ＝－2v 1 である。 

 

［2-2］(1) f
1
2Ã ÄÃ Äx

1P2
1O2A2Ã Äx

P1
5Ã Ä，f

2
3Ã ÄÃ Äx

2P3
2O2A3Ã Äx

P1
8Ã Äである。定義より， 

P1 P1
5 8Ã Äx

1 2
2 3Ã ÄA  

であるから両辺に左から
1 2
2 3Ã ÄP1

x
P3 2

2 P1Ã Äをかけることによって， 

Ax
P3 2

2 P1Ã Ä P1 P1
5 8Ã Äx

13 19
P7 P10Ã Ä  

となる。 

(2) f
1
2Ã ÄÃ Äx

0
2Ã Ä，f

2
3Ã ÄÃ Äx

0
3Ã Äである。定義より， 

0 0
2 3Ã Äx

1 2
2 3Ã ÄA  
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であるから両辺に左から
1 2
2 3Ã ÄP1

x
P3 2

2 P1Ã Äをかけることによって， 

Ax
P3 2

2 P1Ã Ä 0 0
2 3Ã Äx

4 6
P2 P3Ã Ä  

となる。 

［別解］標準基底
1
0Ã Ä, 0

1Ã ÄÇ Èから基底 V＝
1
2Ã Ä, 2

3Ã ÄÇ Èへの基底変換行列 P は
1 2
2 3Ã Äx

1 0
0 1Ã ÄP よりPx

1 2
2 3Ã Ä

である。 

(1) f
x
yÃ ÄÃ Äx

1 P1
1 2Ã Ä x

yÃ Äであるから f の標準基底に関する表現行列は
1 P1
1 2Ã Äである。よって，求め

る表現行列 A は定理 2.11 より， 

AxPP1 1 P1
1 2Ã ÄPx

P3 2
2 P1Ã Ä 1 P1

1 2Ã Ä 1 2
2 3Ã Äx

P3 2
2 P1Ã Ä P1 P1

5 8Ã Äx
13 19

P7 P10Ã Ä  

である。 

(2) f
x
yÃ ÄÃ Äx

0 0
0 1Ã Ä x

yÃ Ä であるから f の標準基底に関する表現行列は
0 0
0 1Ã Äである。よって，求める表現

行列 A は定理 2.11 より， 

AxPP1 0 0
0 1Ã ÄPx

P3 2
2 P1Ã Ä 0 0

0 1Ã Ä 1 2
2 3Ã Äx

P3 2
2 P1Ã Ä 0 0

2 3Ã Äx
4 6

P2 P3Ã Ä  

である。 

 

［2-3］求める行列を A とする。f
1
1Ã ÄÃ ÄxA

1
1Ã Ä，f

2
1Ã ÄÃ ÄxA

2
1Ã Äである。定義より， 

A
1
1Ã Ä A

2
1Ã ÄÃ Äx

1 2
1 1Ã Ä 1 0

0 4Ã Ä  すなわち A
1 2
1 1Ã Äx

1 2
1 1Ã Ä 1 0

0 4Ã Ä  

である。両辺に右から
1 2
1 1Ã ÄP1

x
P1 2

1 P1Ã Äをかけることによって， 

Ax
1 2
1 1Ã Ä 1 0

0 4Ã Ä P1 2
1 P1Ã Äx

1 2
1 1Ã Ä P1 2

4 P4Ã Äx
7 P6
3 P2Ã Ä  

となる。 

［別解］標準基底
1
0Ã Ä, 0

1Ã ÄÇ Èから基底 V＝
1
1Ã Ä, 2

1Ã ÄÇ Èへの基底変換行列 P は
1 2
1 1Ã Äx

1 0
0 1Ã ÄP よりPx

1 2
1 1Ã Ä

である。 

求める行列を A とすると，A は f の標準基底に関する表現行列である。よって，定理 2.11 より

1 0
0 4Ã ÄxPP1AP であるから， 

AxP
1 0
0 4Ã ÄPP1x

1 2
1 1Ã Ä 1 0

0 4Ã Ä P1 2
1 P1Ã Äx

1 2
1 1Ã Ä P1 2

4 P4Ã Äx
7 6
3 P2Ã Ä  
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である。 

 

［2-4］(1) v とAv が 1 次独立であることを示せばよい。 

xvOyAvx0   … ① 

とする。 

①の両辺に右から A をかけると，xAvOyA 2vxA0 となるが，A2＝O よりxAvx0 である。ところが

Av~0 より x＝0 である。 

①に代入して，yAvx0 となるが，Av~0 より y＝0 である。 

したがって，x＝y＝0 となるのでv とAv は 1 次独立である。 

(2) 定義より Av A(Av)£ ¤x v Av£ ¤B であるから， 

Av A2v£ ¤x v Av£ ¤B  すなわち Av 0£ ¤x v Av£ ¤B  

である。これより， 

Bx
0 0
1 0Ã Ä  

である。 

 

［2-5］A~ ±E であるから E－A~ O，E＋A~ O である。また，A2＝E より， 

(E－A) (E＋A)＝E＋A－A－A2＝E－E＝O 

であるから，E－A，E＋A はともに逆行列をもたない。したがって系 0.17(2)より，連立方程式 

(EPA)
x
yÃ Äx

0
0Ã Ä，(EOA)

x
yÃ Äx

0
0Ã Ä  

は x＝y＝0 以外の解をもつ。すなわち，(E－A)px0 ，(E＋A)qx0 をみたす0 でないベクトルp ，q があ

る。 

(E－A)px0 よりp －Apx0 ，すなわちApxp である。 

(E＋A)qx0 よりq ＋Aqx0 ，すなわちAqxPq である。 

ここで，p ，q は 1 次独立である。実際．いま，xpOyqx0  …① とする。このとき，A(xpOyq)xA0

より，xpPyqx0  …② となるので，①，②より，x＝y＝0，したがって，p ，q は 1 次独立になる。 

行列 P をPx p q£ ¤ とすれば，P は逆行列をもち， 

APxA p q£ ¤x Ap Aq£ ¤x p Pq£ ¤x p q£ ¤ 1 0
0 P1Ã ÄxP

1 0
0 P1Ã Ä  

となる。両辺に左から P－1をかけて， 

PP1APx
1 0
0 P1Ã Ä  

となる。 

 

【演習問題 3】 

 

［3-1］以下は解答の一例である。標準形の計算は 1 通りではない。 
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(1) まず，固有値を求める。固有方程式は，  

t2－3t＋2＝0 

である。これより，固有値は 1 と 2 である。 

次に固有ベクトルを求める。 

(i) 固有値 1 のとき，(AP1E)ux0 より， 

2 2
P1 P1Ã Äux

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルはux
t

PtÃ Ä である（t は任意の実数）。 

(ii) 固有値 2 のとき，(AP2E)vx0 より， 

1 2
P1 P2Ã Ävx

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルはvx
2t

PtÃ Ä である（t は任意の実数）。 

固有値 1，2 に対する固有ベクトルの 1 つをそれぞれux
1

P1Ã Ä，vx
2

P1Ã Äとし（いずれも t＝1 とし

た），行列 P をPx(u v)x
1 2

P1 P1Ã Äとする。このとき， 

P－1AP＝
1 2

P1 P1Ã ÄP1 3 2
P1 0Ã Ä 1 2

P1 P1Ã Ä  

＝
P1 P2

1 1Ã Ä 3 2
P1 0Ã Ä 1 2

P1 P1Ã Ä  

＝
P1 P2

1 1Ã Ä 1 4
P1 P2Ã Ä  

＝
1 0
0 2Ã Ä  

である。 

(2) まず，固有値を求める。固有方程式は，  

t2－2t＋1＝0 

である。これより，固有値は 1 のみである。 

次に固有ベクトルを求める。(BPE)vx0 より， 

3 P3
3 P3Ã Ävx

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルはux
t
tÃ Ä である（t は任意の実数）。 

(i) まずは(BPE)v~0 となる任意のベクトルv を一つ取る。たとえばvx
1
0Ã Ä とする。 

(ii) ux(BPE)v より，ux
3 P3
3 P3Ã Ä 1

0Ã Äx
3
3Ã Äである。 
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(iii) P＝ u v£ ¤ より，Px
3 1
3 0Ã Äである。 

このとき， 

P－1BP＝
3 1
3 0Ã ÄP1 4 P3

3 P2Ã Ä 3 1
3 0Ã Ä  

＝
1

P3
0 P1

P3 3Ã Ä 4 P3
3 P2Ã Ä 3 1

3 0Ã Ä  

＝
1

P3
0 P1

P3 3Ã Ä 3 4
3 3Ã Ä  

＝
1

P3
P3 P3

0 P3Ã Ä  

＝
1 1
0 1Ã Ä  

である。 

 

［3-2］A の固有多項式©A(t) は©A(t) ＝t2＋t＋1 である。 

ハミルトン-ケーリーの定理（補題 3.11）より，©A(A) ＝A2＋A＋E＝O である。これより， 

A2＝－A－E 

A3－E＝(A－E)(A2＋A＋E)＝O したがって A3＝E 

である。 

(1) f(A)xA20x(A3)6A2xE6A2xA2xPAPEx
P2 P1

7 3Ã ÄP
1 0
0 1Ã Äx

P3 P1
7 2Ã Ä  

(2) f(A)xA11OA7P2Ex(A3)3A2O(A3)2AP2ExA2OAP2E  

x(PAPE)OAP2ExP3Ex
P3 0

0 P3Ã Ä  

 

［3-3］Ax
a b
c dÃ Äとする。このとき，traceA＝a＋d である。 

A の固有値¸，¹は，A の固有方程式 t2－(a＋d)t＋(ad－bc)＝0 の解であるから 2 次方程式の解と係数

の関係より，¸＋¹＝a＋d である。 

よって，traceA＝¸＋¹が成り立つ。 

［別解］演習問題 0［0-4］より， 

trace(P－1AP)＝trace(P－1(AP))＝trace((AP)P－1)＝traceA 

である。 

(i) 行列 A が異なる 2 つの実固有値¸，¹をもつとき，定理 3.5 よりPP1APx
¸ 0
0 ¹Ã Ä であるから，traceA 

＝trace(P－1AP)＝¸＋¹が成り立つ。 

(ii)-i 行列 A が 1 つの実固有値¸をもち，A－¸ E＝O のとき，定理 3.6(1)よりAx
¸ 0
0 ¸Ã Äであるから，
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traceA ＝trace(P－1AP)＝2¸が成り立つ。 

(ii)-ii 行列 A が 1 つの実固有値¸をもち，A－¸ E~ O のとき，定理 3.6(2)よりPP1APx
¸ 1
0 ¸Ã Äである

から，traceA ＝trace(P－1AP)＝2¸が成り立つ。 

(iii) 行列 A が異なる 2 つの虚固有値®Oi¯，®Pi¯（®，¯は実数，¯ ~ 0）をもつとき，定理 3.7 よ

りPP1APx
® P¯
¯ ®Ã Ä であるから，traceA ＝trace(P－1AP)＝2®が成り立つ。 

いずれの場合も traceA の値は固有値の和になっている。 

 

［3-4］AB，BA の固有多項式をそれぞれ©AB(t) ，©BA(t) とする。 

A が逆行列をもつとする。このとき，AB＝A(BA)A－1である。 

©AB(t)x ABPtE x A(BA)AP1PtE  

x A(BAPtE)AP1 x A BAPtE AP1 x BAPtE x©BA(t)  

B が逆行列をもつとする。このとき，BA＝B(AB)B－1である。 

©BA(t)x BAPtE x B(AB)BP1PtE  

x B(ABPtE)BP1 x B ABPtE BP1 x ABPtE x©AB(t)  

いずれの場合も AB と BA の固有多項式は一致する。 

 

［3-5］(1) （⇒）A が逆行列 A－1をもつとする。¸ ~ 0 であると仮定する。 

¸に対する固有ベクトルの 1 つをu(~0) とする。このとき，Aux0u よりAux0 である。 

両辺に左から A－1をかければ，ux0 となり矛盾である。 

よって，¸＝0 である。 

¹についても同様である。 

（⇐）¸ ~ 0 かつ¹ ~ 0 とする。A が逆行列をもたないと仮定する。 

系 0.17 より，Aux0 となるベクトルu(~0) がある。 

このとき，Aux0u となるので，0 は A の固有値になる。これは¸ ~ 0 かつ¹ ~ 0 に矛盾する。 

よって，A は逆行列をもつ。 

(2) （⇒）A2＝O とする。¸に対する固有ベクトルの 1 つをu(~0) とする。このとき，Aux¸u で

あるからA2uxA(Au)xA(¸u)x¸ 2u であるが，A2＝O より¸＝0 である。 

¹についても同様である。 

（⇐）¸＝¹＝0 であるとする。このとき A の固有多項式©A(t) は©A(t) ＝t2である。 

ハミルトン-ケーリーの定理（補題 3.11）より©A(A) ＝O であるから，A2＝O である。 

 

【演習問題 4】 

 

［4-1］(1) まず，固有値を求める。固有方程式は， 

t2－4t－5＝0 

である。これより，固有値は 5 と－1 である。 
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次に射影 P，Q を求める。 

Px
1

5P(P1)
(AO1E)x

1
6

0 1
5 4Ã ÄO

1 0
0 1Ã ÄÇ Èx

1
6

1
6

5
6

5
6

Ã Ä  

QxP
1

5P(P1)
(AP5E)xP

1
6

0 1
5 4Ã ÄP

5 0
0 5Ã ÄÇ Èx

5
6

P
1
6

P
5
6

1
6

Ã Ä  

である。したがって A のスペクトル分解は， 

Ax5PO(P1)Qx5

1
6

1
6

5
6

5
6

Ã ÄO(P1)

5
6

P
1
6

P
5
6

1
6

Ã Ä  

である。 

(2) まず，固有値を求める。固有方程式は，  

t2－7t＋10＝0 

である。これより，固有値は 5 と 2 である。 

次に射影 P，Q を求める。 

Px
1

5P2
(BP2E)x

1
3

4 2
1 3Ã ÄP

2 0
0 2Ã ÄÇ Èx

2
3

2
3

1
3

1
3

Ã Ä  

QxP
1

5P2
(BP5E)xP

1
3

4 2
1 3Ã ÄP

5 0
0 5Ã ÄÇ Èx

1
3

P
2
3

P
1
3

2
3

Ã Ä  

である。したがって B のスペクトル分解は， 

Bx5PO2Qx5

2
3

2
3

1
3

1
3

Ã ÄO2

1
3

P
2
3

P
1
3

2
3

Ã Ä  

である。 

 

［4-2］まず，固有値を求める。固有方程式は，  

t2－5t＋6＝0 

である。これより，固有値は 3 と 2 である。 

次に射影 P，Q を求める。 

Px
1

3P2
(AP2E)x

4 P2
1 1Ã ÄP

2 0
0 2Ã Äx

2 P2
1 P1Ã Ä  

QxP
1

3P2
(AP3E)xP

4 P2
1 1Ã ÄP

3 0
0 3Ã ÄÇ Èx

P1 2
P1 2Ã Ä  

である。 

A のスペクトル分解は， 
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A＝3P＋2Q  

であるから，PQ ＝QP＝O，P 2＝P，Q 2＝Q に注意すれば， 

An＝(3P＋2Q )n 

＝3nP＋2nQ   

＝3n 2 P2
1 P1Ã ÄO2n P1 2

P1 2Ã Ä  

＝
2A3nP2n P2A3nO2A2n

3nP2n P3nO2A2nÃ Ä  

＝
2A3nP2n P2A3nO2nO1

3nP2n P3nO2nO1Ã Ä  

となる。 

［別解］（対角化を用いる）まず，固有値を求める。固有方程式は，  

t2－5t＋6＝0 

である。これより，固有値は 3 と 2 である。 

次に固有ベクトルを求める。 

(i) 固有値 3 のとき，(AP3E)ux0 より， 

1 P2
1 P2Ã Äux

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルはux
2t
tÃ Ä である（t は任意の実数）。 

(ii) 固有値 2 のとき，(AP2E)vx0 より， 

2 P2
1 P1Ã Ävx

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルはvx
t
tÃ Ä である（t は任意の実数）。 

固有値 3，2 に対する固有ベクトルの 1 つをそれぞれux
2
1Ã Ä，vx

1
1Ã Ä とし（いずれも t＝1 とした），

行列 P をPx(u v)x
2 1
1 1Ã Äとする。このとき， 

P－1AP＝
2 1
1 1Ã ÄP1 4 P2

1 1Ã Ä 2 1
1 1Ã Ä  

＝
1 P1

P1 2Ã Ä 4 P2
1 1Ã Ä 2 1

1 1Ã Ä  

＝
1 P1

P1 2Ã Ä 6 2
3 2Ã Ä  

＝
3 0
0 2Ã Ä  

である。したがって， 
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An＝P
3n 0
0 2nÃ ÄPP1  

＝
2 1
1 1Ã Ä 3n 0

0 2nÃ Ä 1 P1
P1 2Ã Ä  

＝
2 1
1 1Ã Ä 3n P3n

P2n 2A2nÃ Ä  

＝
2 1
1 1Ã Ä 3n P3n

P2n 2nO1Ã Ä  

＝
2A3nP2n P2A3nO2nO1

3nP2n P3nO2nO1Ã Ä  

となる。 

 

［4-3］(1) ¸を P の固有値とし，¸に対する固有ベクトルの 1 つをv(~0) とする。 

このとき，Pvx¸v である。両辺に左から P をかけると，P 2vxP(¸v) であるが，P 2＝P より， 

(左辺)＝Pvx¸v  (右辺)＝¸Pvx¸ 2v  

である。このことから，¸vx¸ 2v すなわち(¸P¸ 2)vx0 である。 

v~0 であるから¸P¸2x0 である。よって，¸＝0 または 1 である。 

(2) （⇒）P の固有値は 0 のみであるとする。このとき P の固有多項式©P(t) ＝t2である。 

ハミルトン-ケーリーの定理（補題 3.11）より©P(P) ＝O であるから，P 2＝O である。 

P 2＝P であるから P ＝O である。 

（⇐）P ＝O＝
0 0
0 0Ã Äとする。このとき P の固有方程式は t2＝0 であるから P の固有値は 0 のみであ

る。 

 

［4-4］P の固有値を¸，¹とする。［4-3］より¸，¹＝0 または 1 である。また P ~ O より¸と¹は同

時に 0 となることはない。すなわち，(¸，¹ )＝(1，0)，(0，1)，(1，1)のいずれかである。 

演習問題 3［3-3］より traceA＝¸＋¹であるから，a＋d＝1 または 2 である。 

したがって，aU
1
2
またはdU

1
2
である。 

 

［4-5］(1) A のスペクトル分解を A＝¸ P＋¹ Q とする。¸，¹＞0 であるから，いま， 

BxE ¸ PE ¹Q  

とおけば， 

B 2＝(E ¸ PE ¹Q)(E ¸ PE ¹Q)  

＝¸P 2E ¸¹PQE ¸¹QPO¹Q2  

＝¸ P＋¹ Q 

＝A  

となる。 
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(2) 例 4.3 より，行列 A は正値実固有値 4，1 をもつ。また，A のスペクトル分解は， 

Ax4
3 2

P3 P2Ã ÄO1
P2 P2

3 3Ã Ä  

である。したがって， 

B＝E 4
3 2

P3 P2Ã ÄE 1
P2 P2

3 3Ã Ä  

＝E2
3 2

P3 P2Ã ÄE
P2 P2

3 3Ã Ä  

＝
4 2

P3 P1Ã Ä， 8 6
P9 P7Ã Ä， P8 P6

9 7Ã Ä， P4 P2
3 1Ã Ä  

である。 

 

【演習問題 5】 

 

［5-1］以下は解答の一例である。標準形の計算は 1 通りではない。 

(1)まず，固有値を求める。固有方程式は，  

t2－5t＝0 

である。これより，固有値は 0 と 5 である。 

次に固有ベクトルのひとつを求める。 

(i) 固有値 0 のとき，(AP0E)ux0 より， 

1 2
2 4Ã Äux

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルu としてux

2

5

P
1

5

Ã Äをとる。 

(ii) 固有値 5 のとき，(AP5E)vx0 より， 

P4 2
2 P1Ã Ävx

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルv としてvx

1

5

2

5

Ã Äをとる。 

行列 L をLx(u,v)x

2

5

1

5

P
1

5

2

5

Ã Äとする。L は直交行列であり， 

tLAL ＝

2

5
P

1

5

1

5

2

5

Ã Ä 1 2
2 4Ã Ä

2

5

1

5

P
1

5

2

5

Ã Ä  
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＝

2

5
P

1

5

1

5

2

5

Ã Ä 0
5

5

0
10

5

Ã Ä  

＝
0 0
0 5Ã Ä  

である。 

(2) まず，固有値を求める。固有方程式は，  

t2－1＝0 

である。これより，固有値は 1 と－1 である。 

次に固有ベクトルのひとつを求める。 

(i) 固有値 1 のとき，(BP1E)ux0 より，  

P1 1
1 P1Ã Äux

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルu としてux

1

2

1

2

Ã Äをとる。 

(ii) 固有値－1 のとき，(BO1E)vx0 より， 

1 1
1 1Ã Ävx

0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルv としてvx

1

2

P
1

2

Ã Äをとる。 

行列 L をLx(u,v)x

1

2

1

2

1

2
P

1

2

Ã Äとする。L は直交行列であり， 

tLBL ＝

1

2

1

2

1

2
P

1

2

Ã Ä 0 1
1 0Ã Ä

1

2

1

2

1

2
P

1

2

Ã Ä  

＝

1

2

1

2

1

2
P

1

2

Ã Ä 1

2
P

1

2

1

2

1

2

Ã Ä  

＝
1 0
0 P1Ã Ä  

である。 

 

［5-2］xuOyvx0   … ① とする。 

このとき，u@(xuOyv)xu@0 であるが，u とv が垂直であるから， 

(左辺)＝xu@uOyu@vxx u
2
 (右辺)＝0 
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である。したがって，x u
2
x0 であるが，u~0 より，x＝0 である。 

①に代入して，yvx0 であるが，v~0 より，y＝0 である。 

したがって，x＝y＝0 となり，u とv は 1 次独立である。 

 

［5-3］係数行列は
4 a
a 9Ã Äである。命題 5.16(3)より，q(x,y) が半正値になる条件は 

4＞0，4×9－a2＞0 

であるから求める範囲は－6＜a＜6 である。 

 

［5-4］A は対称行列であるから直交行列 L を用いて対角化可能である。 

まず，固有値を求める。固有方程式は， 

t2－1＝0 

である。これより，固有値は 1 と－1 である。 

次に固有ベクトルのひとつを求める。 

(i) 固有値 1 のとき，(AP1E)ux0 より， 

cosµP1 sinµ
sinµ PcosµP1Ã Äux

0
0Ã Ä  すなわち 

P2sin2 µ
2

2sin
µ
2

cos
µ
2

2sin
µ
2

cos
µ
2

P2cos2 µ
2

Ã Äux
0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルu としてux
cos

µ
2

sin
µ
2

Ã Äをとる。 

(ii) 固有値－1 のとき，(AO1E)vx0 より， 

cosµO1 sinµ
sinµ PcosµO1Ã Ävx

0
0Ã Ä  すなわち 

2cos2 µ
2

2sin
µ
2

cos
µ
2

2sin
µ
2

cos
µ
2

2sin2 µ
2

Ã Ävx
0
0Ã Ä  

であるから，固有ベクトルv としてvx
Psin

µ
2

cos
µ
2

Ã Äをとる。 

行列 L をLx(u,v)x
cos

µ
2

Psin
µ
2

sin
µ
2

cos
µ
2

Ã Äとする。L は直交行列であり， 

tLAL ＝
cos

µ
2

sin
µ
2

Psin
µ
2

cos
µ
2

Ã Ä cosµ sinµ
sinµ PcosµÃ Ä

cos
µ
2

Psin
µ
2

sin
µ
2

cos
µ
2

Ã Ä  

＝
cos

µ
2

sin
µ
2

Psin
µ
2

cos
µ
2

Ã Ä cosµcos
µ
2

Osinµsin
µ
2

Pcosµsin
µ
2

Osinµcos
µ
2

sinµcos
µ
2

Pcosµsin
µ
2

Psinµsin
µ
2

Pcosµcos
µ
2

Ã Ä  
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＝
cos

µ
2

sin
µ
2

Psin
µ
2

cos
µ
2

Ã Ä cos
µ
2

sin
µ
2

sin
µ
2

Pcos
µ
2

Ã Ä  

＝
cos2 µ

2
Osin2 µ

2
sin

µ
2

cos
µ
2

Pcos
µ
2

sin
µ
2

Psin
µ
2

cos
µ
2

Ocos
µ
2

sin
µ
2

Psin2 µ
2

Pcos2 µ
2

Ã Ä  

＝
1 0
0 P1Ã Ä  

である。 

 

［5-5］直交行列 L を用いてq(x,y) を標準化する。すなわちLx u v£ ¤ ， x
yÃ ÄxL

X
YÃ Ä として，

q(x,y)x¸X2O¹Y2 とする。 

x x1 で，L は直交行列であるから，Xx
X
YÃ ÄについてX x1 すなわち，X2OY2x1 である。 

(1) ¸＝¹のとき，q(x,y)x¸X2O¸Y2x¸(X2OY2)x¸である。 

(2) ¸＜¹のとき，まずは最小値を考えよう。 

q(x,y)x¸X2O¹Y2U¸X2O¸Y2x¸(X2OY2)x¸である。 

ここで，等号が成り立つのは¹Y2x¸Y2 のときすなわち(¹P¸)Y2x0 のときである。ところが¸＜¹ より

Yx0のときである。X2OY2x1 に気をつければ(X,Y)x(E1,0) のときである。したがって， 

xx
x
yÃ ÄxL

X
YÃ Äx u v£ ¤ E1

0Ã ÄxEu  

のときである。 

以上のことより，xxEu のとき，q(x,y) の最小値は¸である。 

次に最大値を考えよう。 

q(x,y)x¸X2O¹Y2T¹X2O¹Y2x¹(X2OY2)x¹である。 

ここで，等号が成り立つのは¸X2x¹X2 のときすなわち(¹P¸)X2x0 のときである。ところが¸＜¹

よりXx0のときである。X2OY2x1 に気をつければ(X,Y)x(0,E1) のときである。したがって， 

xx
x
yÃ ÄxL

X
YÃ Äx u v£ ¤ 0

E1Ã ÄxEv  

のときである。 

以上のことより，xxEv のとき，q(x,y) の最大値は¹である。 

 

【演習問題 6】 

 

［6-1］まず，①よりqxB p ，②よりrxA q と表されるから， 

rxA(B p)xAB p  

と表される。AB は行列として定義するので，p がr に写る変換も 1 次変換で，その表す行列は AB で



- 107 - 

 

ある。 

一方,Bx
e f
g hÃ Ä ，Ax

a b
c dÃ Äであるから，1 次変換 g，f はそれぞれ， 

x´xexOfy
ý xgxOhyÇ ，

x´́xax´Obý
ý´xcx´OdýÇ  

と表される。したがって， 

x´́ ＝a(ex＋fy)＋b(gx＋hy)＝(ae＋bg)x＋(af＋bh)y 

y´́ ＝c(ex＋fy)＋d(gx＋hy)＝(ce＋dg)x＋(cf＋dh)y 

である。よって，p がr に写る変換も 1 次変換で，その表す行列は 

aeObg afObh
ceOdg cfOdhÃ Ä  

である。 

以上のことからABx
aeObg afObh
ceOdg cfOdhÃ Ä と定義することが自然なものであると考えられる。 

 

［6-2］（⇒）ある O でない行列 B があって，AB＝O とする。 

いま，A が逆行列 A－1をもたないと仮定すると，A－1AB＝A－1O より B＝O となるが，これは B が O 

でない行列であることに矛盾する。よって，A は逆行列をもたない。 

（⇐）Ax
a b
c dÃ Äが逆行列をもたないと仮定する。このとき，ad－bc＝0 である。 

いま，Bx
d Pb

Pc aÃ Äとおくと，A~ O より B~ O で， 

ABx
a b
c dÃ Ä d Pb

Pc aÃ Äx
adPbc 0

0 adPbcÃ Äx
0 0
0 0Ã ÄxO  

となる。 

 

［6-3］AB＝kE とする。
1
k

AÃ ÄBx
1
k

ABx
1
k

(AB)x
1
k

(kE)xE であるから
1
k

A は B の逆行列であ

る。よって，
1
k

BAxB
1
k

AÃ ÄxE となり，
1
k

ABx
1
k

BA より，AB＝BA である。 

 

［6-4］(1) 任意の多項式 p(x,y)をとり固定する。 

（存在）s(x,y)x
1
2

fp(x,y)Op(y,x)g ，a(x,y)x
1
2

fp(x,y)Pp(y,x)g とおく。このとき， 

s(y,x)x
1
2

fp(y,x)Op(x,y)gx
1
2

fp(x,y)Op(y,x)gxs(x,y)  

a(y,x)x
1
2

fp(y,x)Pp(x,y)gx
1
2

fPp(x,y)Op(y,x)gxPa(x,y)  
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であるから s(x,y)，a(x,y)はそれぞれ対称式，交代式である。また， 

s(x,y)Oa(x,y)x
1
2

fp(x,y)Op(y,x)gO
1
2

fp(x,y)Pp(y,x)gxp(x,y)  

である。 

（一意）p(x,y)＝s(x,y)＋a(x,y)＝s (́x,y) ＋á (x,y) （s(x,y)，s (́x,y) は対称式，a(x,y)，á (x,y) は交代式）

と 2 通りに表わされたとする。このとき，移項して， 

s(x,y)－s (́x,y) ＝á (x,y) －a(x,y)   … ① 

となる。両辺の x,y を入れ替えると s(y,x)－s (́y,x) ＝á (y,x) －a(y,x)となるが， 

(左辺)＝s(x,y)－s (́x,y) ，(右辺)＝－(á (x,y) －a(x,y))  

であるから， 

s(x,y)－s (́x,y) ＝－(á (x,y) －a(x,y)) … ② 

となる。①＋②より，2(s(x,y)－s (́x,y) )＝0 であるから，s(x,y)＝s (́x,y) となる。これを①に代入して 0＝

á (x,y) －a(x,y)であるから，a(x,y)＝á (x,y) となる。 

(2) 任意の関数 f(x)をとり固定する。 

（存在）e(x)x
1
2

ff(x)Of(Px)g ，o(x)x
1
2

ff(x)Pf(Px)g とおく。このとき， 

e(Px)x
1
2

ff(Px)Of(x)gx
1
2

ff(x)Of(Px)gxf(x)  

o(Px)x
1
2

ff(Px)Pf(x)gx
1
2

fPf(x)Of(Px)gxPf(x)  

であるから e(x)，o(x)はそれぞれ偶関数，奇関数である。また， 

e(x)Oo(x)x
1
2

ff(x)Of(Px)gO
1
2

ff(x)Pf(Px)gxf(x)  

である。 

（一意）f(x)＝e(x)＋o(x)＝e (́x)Oo (́x) （e(x)，e (́x) は偶関数，o(x)，o (́x) は奇関数）と 2 通りに表

わされたとする。このとき，移項して， 

e(x)Pe (́x)xo (́x)Po(x)    … ③ 

となる。両辺の x のかわりに－x を代入するとe(Px)Pé (Px)xó (Px)Po(Px) となるが， 

(左辺)＝e(x)Pé (x) ，(右辺)＝P(ó (x)Po(x))  

であるから， 

e(x)Pe (́x)xP(o (́x)Po(x))  … ④ 

となる。③＋④より， 2(e(x)Pe (́x))x0 であるから，e(x)＝e (́x) となる。これを③に代入して

0xo (́x)Po(x) であるから，o(x)＝o (́x) となる。 

 

［6-5］存在しない。実際，与式の両辺のトレースを計算する。 

trace(ABPBA)xtraceE  

である。ここで， 

(左辺)＝trace(AB)Ptrace(BA)xtrace(AB)Ptrace(AB)x0 ， 
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(右辺)＝trace
1 0
0 1Ã Ä＝2 

であるが，これはあり得ない。したがって，このような行列 X は存在しない。 
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