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曲線・曲面について

袴田純（北海道豊富高等学校）

１はじめに

今回のレポート発表は,顧問している陸上部員からの相談内容を課題として考えてみた｡相談内容は，

「校舎内をジョギングする際，コーナーで他の部員に遅れてしまいます。廊下の上手な曲がり方を教え

てほしい｡」というものだった。面談の後，この相談を「できるだけ走りやすいコース取りをする｡」と

いう問題に置き換え，その問題が解決した後に，さらなる上手な曲がり方をまた別の日に考えることに

した。そして，クロソイドを廊下に描こうという話に至った。

２実践

クロソイドの基本式は

ＲＬ＝Ａ２

（R:点Pにおけるクロソイドの曲率半径Ｌ:クロソイド原点から点Pまでの曲線長）

と表され，

‘(圖泥Orc"傍泥lr蕊､仔沖）
で定義される。この曲線は，積分のまま媒介変数表示が可能で，曲率が“（sは弧長）である。

以上のことは事実として知っていたが，実際の作図の方法はわからなかった。そこで，今回はクロソ

イドのコピーを用いて，廊下に曲線を引いてみた。その曲線上を走った生徒の感想は，スピードは出し

にくいが，楽に曲がれたとのことだった。インターネットなどで検索してみると，ＣＡＤなどのソフト

を使うと簡単に作図してくれるようだが，昔はクロソイド定規なるもので作図していようなので，今度

チャレンジしてみたい。

３今後の活動の希望的観測

もし，生徒がこの活動を通して，曲線の性質について学びたいと強く願い，かつ〉高校の数学をほぼ

習得した状態であると仮定した場合を考える。その生徒が，曲線・曲面に対してさらに興味・理解が深

まるような取り組みを考察していく。

第１段階の目標として，曲率半径の逆数の値以外にも，２階微分量としての曲率，つまり，フルネー

セレの公式で定義された曲率の絶対値を用いることで，曲率を求められることを理解する。

(１）曲率について

定義１．１

平面上の曲線Cと，Ｃ上の点Pがあるとする｡Ｃの点Pにおける曲率円とは,点P以外の,Ｃ上の２点0,Ｒ

で０，Ｐ，Ｒの順に並んでいるものをとり，この相異なる３点P，０，尺を通る円のＱとＲをPに近づけた

ときの極限として得られる円のことをいう。また，曲率円の中心を曲率中心，曲率円の半径を曲率半

径と呼ぶ。

定義１．２

面煮軍雇のことを曲率と呼ぶ。

以上の定義より，右図の例を紹介したり，３点を通る円の方程式と極限を用いて，放物線や３次曲線

の曲率を求めたりすることができる。



(２）曲率半径を用いずに，曲率を求めることを考える。

定理２．１

’腱(3)'薑÷
け曲率円の半径）

○定理２．１の証明のための準備として，

定義２．２

正則曲線c(t)＝(x(t),y(t))(teJ)に対して，ｔが曲線cの弧長パラメーターであるとは，
任意の(tEI)に対して，｜ＩＣ'(t)１１＝１

を満たすものをいう。

定義２．３

曲線C(s)(ＳＥＤに対して，

｛e1(s),Ｂ２(s)｝

を曲線c(S)の動標構と呼ぶ。

.ｅ,(s)＝ｃ'(s）（接ベクトル）

・２２(s)は,e,(s)を正の方向に:だけ回転したベクトル (法線ベクトル）

定義２．４

曲線C(s)(ＳＥＩ)の曲率ｘ(s)は，この曲線の動標構(e1(s),Ｂ２(s))に対して，

ｅ',(3)＝Ｋ(s)Ｂ２(s）

を満たすものをいう。

命題２．５

曲線C(S)(SEDは，任意のso(ｓｏＥＩ)の近くで，

.(圏)=c〔圏.〕+〔s-s.ﾙｭ(so〕+;(s=ｗ･)･塾(圏･)+叶團･〕薑）
と表現することができる。

これは，弧長パラメーター表示された曲線を局所的にテイラー展開したとき，２

ることを意味している。

【証明】

定義より

Ｃ'(so)＝e,(so）

Ｃ"(so)＝ｅ'1(S､)＝Ｋ(so)Ｂ２(so）

これらを，Ｃ(S)のｓ＝sDにおけるテイラー展開したもの

｡(s)=c(‘.)+CO(s伽團,)+;c“(soﾙｰso)贄+o〔(s-s･)割〕
に代入すると，求める等式が得られる。

2次の項が曲率であ

■

２



定理２．６（平面曲線における，フルネーセレの公式）

曲線c(s)と，その曲線の動標構(e,(s派z(s)}に対して，

基(:米ｕｉ)(:;）
すなわち，

｛:|;:)二三鯛）
が成り立つ。ここで，）c(s)は曲線Cの曲率とする。

【証明】

lle2(s)112＝１より，両辺の微分は，

２Ｂ２(S)．e'2(S)＝Ｏ

となり，これは，

ｅ２(S)とe'Z(S)が直交している。

つまり

ｅ'z(s)はe1(s)の定数倍である。

と言えるので，

ある入(s)に対して，

ｅ'z(s)＝几(sルユ(s）

また，ｅ１(s)･Ｂ２(s)＝ｏより，両辺の微分は，

ｅ'1(S)･Ｂ２(S〕＋e1(S).e'２(S)＝Ｏ

となる。

ここで，曲率の定義より，

ｅ'1(S)＝花(5)Ｂ２(S）

(1)～(3)，ならびに，l1e1(s)||＝ⅡＢ２(8)||＝１より

几(s)＝－ｘ(s）

(1)，(3)より，求める等式が得られる。，

(1)

(2)

(3)

■

○定理２．１の証明

【証明】

任意のsをとり，さらにそれを固定し，ｓｏとする。ｓ＝soの近くで，命題２．５より，

Ｃ(S)=C(so)+(S-Soﾙﾕ(so)+:(S-So)zに(so)Ｇ２(so)+0((S-S｡)3〕

と表現することができる。いま，回転と平行移動することにより，

(4)

CGO〕-(:）

ｗ=(;）

亀(so〕=(1)

c〔s)=(;(3)

とすることができる。ここで，

と書くと，（4)は，
３



（;(3)薑(8)+(‘-s.)(;)+;い､川.)(lルル‘.)圏）
つまり，

Ｘ(s)＝(s-So)＋Ｏ((S-So)3）

ｙ(s)=:朧(sbルーso)z+o((s-s｡)３）
となる。

ここで，(5)，(6)より，ｘ＝Ｏの近くで，この曲線を

ｙ=;に(so〕xz+o(x3）

と表すことができないかを考える。

(5)より，ｘ'(so)＝１≠Ｏであるから，ｓ＝soの近くでx(s)の逆関数s＝S(x)が存在する。そこで，

｛;凄)=鮴:5コ！
とおく。

(5)より，八s)＝０((S-So)3)となり，／(so)＝／'(so)＝ｆ''(so〕＝Ｏである。

いま，ｓ(工)がx(s)の逆関数であり，x(so〕＝ｏであることから，ｓ(o)＝soである。

したがって，(8)第２式でｘ＝Ｏのとき，ｇ(0)＝０が得られる。

また，(8)の両辺をそれぞれs,xで微分すると

｛ｉｆI)三潴)E1ll
となる。

ここで，′(so)＝Ｏより，ｘ'(so)＝１である。

逆関数の微分よ'Ｍ(0)=志=1とな'Ⅳ(o〕=oが得られ‘
以上より，

ｇＣＯ＝０(x2）

よって，(8)第２式は0(xz)＝(S(jO-so)－Ｘとなる。

これを，⑥に逆関数s＝ｓ(x)を代入したものに用いると，(7)が得られる。

（１）ｘ(so)≠ｏのとき

点C(so)＝(0,0)であるので，(7)の原点における曲率円を求める。

(5)

(6)

、

(7)

(8)

(9)

(7)上の3点(0,0),(圏,告雁(so形2+0(Ｅ３)),(-圏,:雁(so)圏2+0(醤3))を通る円において,`をＯに近づ
けたときの極限をとると，

州(,-制=(志)，
となる。これは，(7)の原点における曲率円であり，半径はｘ(so)となる。

(Ⅱ）ｘ(so)＝oのとき

（7)はｙ＝Ｏ(X3)となるので，曲線(7)の原点での曲率円は直線である。したがって，曲率半径は無限大
となり，定理２．１を満たす。

■

４

ノ



●

（３）パラメーターを用いて円の曲率を求める。

定理３．１

Ｃ(t)＝(ｘ(t),y(t)）

のとき，

Ｋ(t)＝た(t)ﾂ(t)一元(t)ｼ(t）３

（え(t)2＋，(t)z)胃

となる。

【証明】

（１）弧長パラメーターsの場合

Ｃ(s)＝(ｘ(s),y(s)）

より，

ｅ１(s)＝Ｃ'(s〕＝(x'(s),y'(s)）

である。

Ｂ２に)は２１(s)を反時計回りに９０度回転させたものなので，

ｅ２(s)＝(-y'(s),x'(S)）

定義２．４，ｅ,(s)＝Ｃ'(s)より

ｃ"(s)＝Ｋ(s)Ｂ２（８）

いま，両辺にＢ２(s)を内積し，ｅｚ(s)が単位ベクトルであることを用いると，

x(s)＝Ｃ"(s)･Ｂ２(s)＝ｘ'(s)y''(S)－x''(s)y'(s）

となり，求める式を得られる。

（Ⅱ）一般のパラメーターtの場合

パラメーターのとりか主により，ｔはsの関数t＝t(s)と見ることができる。

ェ'(s)=芸(3)=蓋(t(s))差(s)=灘(t(s〕)差(s）

合成関数の微分より

(10）

であり，

川=響=急(f(t(s)〕蓋(s〕)=鑓(t(s〕)(芸(s)ル(`(3))釜(s)

ここで,差(s)>Ｍ=ｌｌｃ'(s)'１=||芸(t(s))差(s)||=差(s)||蓋(t(s))||=差(s)''６(t(s))|’

(11）

より，

芸(s)=iimi＝
１ １

(12）
土(t(5))z+ｼ(t〔s))２

どなる。ｓ＝s(t)だから，

K(t)＝IC(s(t)）

＝x'(s(t))y''(s(t))－x"(s(t))y'(s(t)）

Ⅷ蓋(咽(,①(芸仲胴)釜(咽リ
ート⑥筐(地小鋤裟剛)川農川

５



～

－

９

(10)，（11)より

‐@Ｗ(t〕-姉〕，(｡〕儂鬮(0)‘
(12)より

丈(t)j>(t〕－r(t)，(t）
x(t)＝ ３

ct(t)z＋シ(t)2)百
■

定理３．１を用いて，数ｍの教科書に出てくる曲線の曲率を求めさせると理解が深まるもの

①螺旋②カテナリー③カージオイド④アステロイド⑤トロコイド

と考える。

４今後の活動の希望的観測（２）

第２段階以降は，次のようなステップを踏んでいこうと考えている。

第２段階は，第１基本量，第２基本量，平均曲率，ガウス曲率を求めることで，曲面の情報を得るこ

とできるようにする。キーワードとして，弧長パラメーター，フルネーセレの公式，曲率，挨率，法平

面，法曲率，主曲率，極小曲面，可展面が挙げられる。

第３段階は，ガウスーボネ（GaussBolmet）の定理（｢解析的（連続）量」と「位相的（離散）量」

という異種なものが等しいという幾何学ならではの式）のよさを実感できるようにする。キーワードと

して，ガウスの公式，ワインガルテンの公式，ガウスの基本定理が挙げられる。

第４段階は，曲線と曲面の概要を理解させ，生徒を多様体の世界の入ロへと誘う。

５終りに（今後の課題）

本来の生徒の質問では，「速度」や「体の傾き」などの問題を含んでいた．この問題の解決には，ス

プライン補間などの要素が関係してくると思われる。しかし，自分自身が不勉強のため，生徒に伝える

ことができない。今後は，まず，車の車庫入れのハンドルの切り方などの計測などから考察していき，

曲線・曲面についての学習へとつなげていきたい６
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