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AARCの辺BCの中点を頂点に持つ内接正方形問題

購蕊蕊調 A

AARCについて,BCの中点をDとし,CA上に点E

を,4ABC内に点Fを,AB上に点Gを,四角形DEFG

が正方形になるようにとる｡AE=p,EC=9,AG=7,

GB=sとおくとき，

(1)p2+92=P"2+32を証明せよ。

(2)正方形の1辺をp,9,7,sを用いて表せ。

(3)BCをp,9,J",sを用いて表せ。

B

（解）（1）（証明）

AARC内に点Lを,GB=GL,GBLGLとなるようにとると，

4GBD=4GLF(2辺爽角相等）であるから，

BD=LF･･･O,4BDG=4LFG…②である。

また,4AGLは直角三角形となるから，

AG2+GB2=AG2+GL2=AL2･･･③である。

次に,4DCEと△FLEについて

DC=DB=FL(①より）…④

DE=FE(仮定より）…⑤

ZEDC=180｡-(ZBDG+90p)=90．－笙BDG

=ZEFG一之LFG=4EFL…⑥

④～⑥より，2辺來角相等より,4DCE三△FLEであるから

EC=EL･･･⑦

zCEL=4CED+4DEL=4LEF+4DEL=90･より

AAF)T"は直角三角形となるから，

AE2+EC2=AE2+EL2=AL2…⑧

③，⑧より,AE2+EC2=AG2+GB2m

，

B

A

，

C

(2)図のように,BCと辺を共有し,E,A,Gを通る長方形HIJKをつくり,HD=x,DI=yとお

くと，

4GHD=4DIF]より,GH=Jﾉ,EI=xである。
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K z
『~~---

&GBHco4GAK,AECIco△EAJより

KH=li土且y,J1=互土zxで,KH=J1より
s9

吐且y=且±旦邦
S 9

x:y=』二土且･旦土且=9f+s):s(p+9)
S 9

x=9f+s)k,y=s(p+9脈…⑨とおける。
ただし，k＞0．

次に,KA=zとおくと,AJ=x+y--z

BH:AK=s:γより Z
B HxD CV

ザ I

BH=2AK=｣Xz…⑩
『『

同様に,CI:AJ=9:pよりC'=2AK=2(x+y-z)
pp

BD=DCであるから,BH+HD=DI+IC

⑩，⑪より

:ELz+x=J,+2(x+J,-z)
S

r p

…⑪

z=l号-州号判)， r他一小+G+ply}
’
一

i｣_2ps+9"s9 p s ＋ 9 γ

『 p

⑨より

Z=γ化-p)×9f+s)k+G+p)×s(p+9)k}_『仙-p)f+s)+s(p+9)'
ル

ps+9r pF+9F

sW-p)(r+s)+s(p+9)'
⑩より,BH= k

ps+9r

4GBHは直角三角形であるから,BH2+GH2=GB2

2

1k［
s伽一p)f+s)+s(p+9)'

+t(p+9)k}2=s'
ps+"

(ps+9")'
2

S
k2＝

+も(,手"~b(9-')(''乖十,);F+{(p+9)(ps+9，》’
q■■■■

2

［
sW-p)("+s)+s(p+9)'

ps+9F

(ps+9")'
…⑫

一
一

■■■■■

■■■■■

また,4GDHは直角三角形であるから，⑫より
P
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+s)2+s2(p+9)2}'=祭姜竺GD2=DH2+GH2=x2+y2=W+sM}2+*(p+9W=tzf+s)2+s2(p
GD>0であるから正方形の1辺は

或河）

ps+97
…（答）G D=

ｲ五F干孑1

(3)BC=2(BH+HD)

-2［ 州伽派1
sW-pXr+3)+3(p+9)'

ps+9F

21sW-pXr+s)+s(p+9)21+9(p'+9'Xr+s)
北一

一

ps+9r

､92'2+292rs+pzs2+2p9s2+292sl
k一

一

ps+9r

2t2("+s)2+s2(p+9)' ps+"
×:＝＝

2(p,+92贈(,+s)＋s2(p+9）ps+97.

(p+9)2s2+(r+s)29'2
…（答）:＝＝

p2+92

【別解】

(1)正方形の1辺をx,BC=αとおくと,GE=、/壷

&AGEと△ABCにおいて二Aが共通であるから，

a

,BD=DC=二である。
2

(p+9)2+f+s)2-αユ
cosA= より’

一

2pF 2(p+q)(r+s)ー←

(p+9)(r+s)(p2+,2-2x2)-",Ip+9)&÷(r+s)2-｡2}＝0…①

4GBDと△ABCにおいてとBが共通であるから，

."'_(:)'"'-x'=z､州2-(p+9)2
2.2s-2C"(r+s)

2

より

（;)'蒲'一燕，=向いい‘)'-い,汁②
ARDCと△ABCにおいてとCが共通であるから，

ｰ
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c"c=E工主ど=ga､篁為鋳『
2号’

より

2

(:） +''一難ﾕーﾗ向&2+(p+9)'-f+s)'}…③
②，③はX2,Q2についての連立2元1次方程式である。

②－③からX2を消去し，α2について解く。

（2両,南)．，-(,(,聟‘)*2歳か,)､-州s2-92=

(ps-9r)αﾕ={s(p+9)+9(r+s)}Ip+9)2-(r+s)'}+2(p+9ﾙ+s)(s2-92)…④

[1]ps-"=0のとき

p:9=F":3よりGE"BCとなるから,p=7,9=sより,p2+92="2+32は成り立つ。

I2]py－〃≠Oのとき，④から

q2=p3s+p33+p297+4p29s+3p92s_93γ－〃3－pr2s-49"2s_39rs2…⑤
ps-9"

⑤を③に代入して,X2について解くと

x2=p3s+ps3+p29r+"2-934-9'3-"2s-'2S
4(ps-9r)

⑤，⑥を①の左辺に代入すると，

…⑥

３

２

〆
ｒ

２

ｐ

３
３

７

２

９

９ｐ

ｒ３
ｒ

３
γ９識

御
ｐ

ｒ
４
０

＋

＋

ｑ
皇

Ｐ
ｒ

２

９

＋
２
ｐ＋

３
８

３

ｐ

郷

十ｓ

＋

３

８

ｐ

×
３
ｐ
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ノ

２
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↑

２

ｐ

＋

ｒ
ｌ
ｊ
１
ｌ
Ｌ
２

，
１
Ｊ
、
１
ノ

３

９

＋

＋

汁
し

９
ｒ
ｌ
ｌ
Ｌ

７

＋／
ゆ
ｐ

｝
i}

－〃2s-497･2s-39酒

(p+9汁+s)(pJ+9,･)b,2+92-"2-s'
(計算省略）一

一

2い-9'）

よって,1EuXと型XE壁2zllZ土旦ﾖーﾆご_二重
2(ps-")

p2+92－γ2_s2=0...p2+92=72+s2

＝0より

以上[1]，［2}よりp2ナ92=r2+s2が成立する。
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(2)⑥の分子をsについて整理すると

s2(ps+9r)+(ps+9rル2-92-F･2〆+9rs2+plp2-92-"2jw+9I(p2-92-'･'X2== 一
一

4(ps-9') 4(ps-9r)

(ps+9,,){p2-92-r2+s'
2

(ps+〃ル2-92-r2+p2+92-72 (ps+9'池p2-272
一
一

’
一

一
一

4い-9"）4(ps-9r) 4(ps-9')

(ps+9『ル2-r2
…⑦二＝

2(ps-9r)

辮嘉
(p,+9ry

2ﾜ2－7

5鶚豊砦
（“十9〃P一r」

D4+"2｡2-D2J･2－a
＝＝＝ ＝＝ ＝＝

2(p,-9r)(ps+9r)

鑛離三 鑛尭孑岩鶚告
一
一 呂＝ ＝

即十四

…（答）郡＞0より,X==

(3)⑤で,q>0より

…（答）α＝

(補足）⑦を用いて

(ps+9rル2-r2
p2+F2-2x

圀
2(ps-9rcosA=P2+Ja2_2x2’

一

I■■■■■

■■■■■

2pr 2〃

【例】趣味の数学問題集A288から(http:"www・phoenix-c.orjp/~tokioka/)

ー

5

ps+97.

イル2+92）

AARCについて,BCの中点をD,CA,AB上にそれぞれ，点E,F

を，図のように,4DEFが直角二等辺三角形になるようにとる。

AE=11,EC=2,AF=10のとき，

(1)DEを求めよ。

(2)4ABCの面積を求めよ。

(答）（1）
3,/IU

I■■■■■■■■■■■■■■■■■■■ (2)
117

－

2 2

A

B DC



購霧蕊溺
/IARCについて,BCの中点をDとし,CA上に点Eを,4ABC

内に点Fを,AB上に点Gを，四角形DEFGが正方形になるよ

うにとる。

BC=q,CA=6,AB=cとおくとき，正方形の1辺をα,6,cを

用いて表せ。

A

B CB D

(解）正方形の1辺をx,EC=9,GB=sとおくと,AE=6-9AG=c-sである。

パターン’の定理より,0-9y+92=f-sy+s2…①

2

(;） +S2-X2
c2+q2-62 α2

←-E'==(｡'-6'*c｡)…②4
cosB= ＝二

2cq2.2.s
2
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ｘ
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ノ
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２
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２
ｉ
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ｌ
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一
一
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③
④

Ｃ
り

Ｓ

よ

を

Ｏ

①
②
⑤

Ｃ

Lif#=景三響；sについて解くと9S= …⑥

埜岩家器示壼 諾芸器冒憲昔⑥を④に代入すると，9＝ …⑦

α＋6＋cY－q＋6＋cYa-b＋cYα＋6－ただし,r= である。

⑦を③に代入すると

r,/cM6-2"4(62+c2)+"2(64-562c2)+962c2(62+c2)_､/3ーα2+62+2c2N-a2+262+c2
X＝

=q2+62+6C+CZY三万2+62三瓦~再Z2極

…（答）
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ノ十.vJIFα十“

"2+h2－加+C2

Ｄ

－

ｏａＣ十Ｃａ星一

郎

(補足)s=

【課題】

AARC

点Fを，

AE=p

/IARCの辺BCの中点を頂点に持つ内接正三角形問題

について,BCの中点をDとし,CA上に点Eを,AB上に

ADF]Fが正三角形になるようにとる。

,EC=9,AF=F",FB=sとおくとき，次を証明せよ。

A

(1)3p2+92=372+s2

ps+"
(2)（正三角形の1辺）

ｲ牙エア

"-p9
(3)COS4=

ps－〃形｡ソグ B DC

※2015年8月7日，北海道札幌南高等学校で開催される第97回全国算数・数学教育研究大会，高等

学校分科会08問題解決，数学的な見方・考え方において，

テーマ：「こだわり数学～難解，奇抜，爽快な問題の数々」

発表予定です。
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