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〃次方程式の刀個の解のk乗の和の求め方について
1はじめに

問題解法代数学辞典（参考文献）の第8編方程式の理論第3章四次方程式及び高次方程式6.そ

の他に，次の問題と解答が掲載されている。

3051．ある四次方程式の四つの根の1乗，2乗，3乗，4乗の和がそれぞれ〃1,"2,"3,"4であるという。
この方程式を求めよ。

函求める四次方程式をル)=x4+px'+qx2+'x+s=0

とすれば,微分を用いて逆且_4x4+3px3+29x2+"
/(x)-x4+px3+9x2+rx+s

そこで普通の割り算をすれば

4－里÷之三22十-''千3"-3'+p4-4p29+4'十292-4s＋・・・

X ･X2･X3･X4

...〃1=-p

"2=p2-29

"3=-p3+3p9-3F

"4=p4-4p29+4p"+292-4s

･･･p=-"I

，=染,｡-"』）

’=計",，半3灘‘鰯,-2灘,）

,一夫巾‘‘-‘灘,'ぃ8鋤,",鋤'一‘"‘）
故に求める四次方程式は

エ‘-測‘霊，壱↓‘'一"2)順'÷計卿｜'十3卿‘",-2鰯北去("!‘-‘崎2吋8鰯‘鋤,伽璽,_‘卿‘)雲,
2証明

上の解答に使用されている

"'(x)_4x4+3px3+2qx2+xx
/(x)-xj+px3+"2+rx+s

=4-2+Z塾二2Z+3"-¥-p'+4"'+292-4¥29+"4-41X･ X 2 ･ X3･X4

=''b+¥*+=+-
の証明を試みたい。ただし，〃ﾙは4次方程式の4個の解のk乗の和を表す6
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"次方程式ル)=0の"個の解のk乗の和を"kとおくと，

国〃次方程式ル)=0の"個の解cMI(j=',2,…,")のk乗の和を"kとおく。
すなわち，雌＝αik＋α2k＋…＋“,ル

α≠0として,ル)=@C-"Xx-a2)…C-cMi,)とおける。
両辺の絶対値をとってから対数をとると，

〃

lo創飾】=lo4"|+Zlodx-"|
i=1

両辺をxで微分すると，

鍔薑喜古
両辺にxを掛けると，

需臺喜寿喜古"①
工

俳｡｡害)、'なる十分大帥に対して《※'伽右辺はm aX

('等書令1
m

=Z
ター1

）（“(|今争…伸等等……1籍警令…）
＝"‘半筈+芸+…

*辮薑難‘公式'函
32の公式の利用例

〃次方程式の刀個の解のk乗の和の求め方について，
するのが一般的で，それ以上になると湖上式を利用すそ

〃次方程式の刀個の解のk乗の和の求め方について，kの値がた＝2，3くらいまでなら，対称式を利用

するのが一般的で，それ以上になると潮上式を利用する求め方も知られている。しかし，次の例題なら，
上の公式を使うと単純計算で求めることができる。

園雌蕊w帯襄'十州とお化譜一芸鶚幾千
分母，分子の多項式の各係数を掃き出し，次の単純計算をする。
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【例1】4次方程式x4+4X3+X
2

+x+1=0の4つの解の10乗の和を求めよ。
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圏よって，4つの解の10乗の和は，607099 ●e●

【例2】ある〃次方程式の刀個の解の1乗，2乗，…，〃乗の和を，それぞれ"1,"2,…,""とする。
〃＝2，〃＝3，〃＝4，〃＝5，〃＝6のとき，この方程式をそれぞれ求めよ。

※〃＝4のとき，冒頭の問題3051である。

國公式需臺薑芸雛｡℃順次計算する＆
辰~三百万芝ヨ

ェ｡-叩壱巾,｡-浬塾)雲，
F三~ﾖーおヱヨ

X3-"1X2壱↓|'-",HL'''手，卿!"2-2"3)=0
辰~。万壱ヨ

ス‘-"'壱↓‘，-鰄,浜．÷:い‘，剛‘鰯,-2職,ルキ去卜｜‘_‘"‘,",伽!咄3"塾,_‘"‘)=・
価~三弓~屍司

"，-"‘告し‘'一鯉,)噸』＃卿‘，伽ル2歩+去巾‘‘_師峨8鰯,卿,手3噸2,_‘"‘）
古ゞL",,川測,3"2_20"12"3-15"1"塾,剖泌仰加ル加,)=0

F万万言ヨ

"‘-卿1燕，排｜’-"，)藤‘+計迦,'十3"ル2,,渋,幸夫f,@-6",'"2+8"!"3+3"22-6"4"'
･計",，川崎3"2-20zJ,2"3-15","22+30","4+20測伽伽,%

･古(",6-15",4"2+4伽13い物12"22-90",2"4-120","2"3+144","5-伽璽,兼蝿
+90"2"4-120"6)=0

※この結果から分かることは，〃次方程式の係数は,X"の係数を，としたとき，順に

〃＝2の

列＝3の

〃＝4の

間＝5の

〃＝6の
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[I,'-"'):"|'ff2",)去卜,4_6ZJI璽鰯2+8","3伽璽2-6"4)
計鋤!，川",卿",-20",'鰯｡-伽‘似鰯,別"〃20"伽加,）

古(",6-15",4"』Ⅷ"13い物,2"22_90",鰯鯉4-120","2"3+144","5-15"23+40"32+90"2"4
-120"6),…

であるということ。

4 補足

（※)の部分で,/(x)=q(x"+q,x"-!+cMix"-2+…+cw,_,"+cMij=0の，っの解をαとするとき，
|α|亨maxlql,|Q|,…,|"|)+]が成り立つことを証明する。

二れが証明誉れると辮雲薑芸は実際'加謹I"|,|"|,･･･,|小,なるｴで成,立つこと［
なる。

"max,z21,…,|@"|)=碗とおくと,題意より,"@>0である。
今,|α|≧加十'…①と仮定する。
x"+qlX"-1+q2X"-2+…+qji_,x+α〃=0より，

x〃＝－α1X"一l-q2X"－2一・・・一α"ー1X－α〃
両辺の絶対値をとりDX=αを代入すると，

|α|‘=|-α,α卿-1-α2α"-2-…-αm-la-α"|≦|",ll"|卿~'+|'211"|"~2+…+|@"_,ll"|+|α"｜

≦",{"r-!+|"|"-2+…+|crl+')、･|",l≦",|"21≦伽,…,lcr"|≦"より

_""=J=zEL=j,①より,|"|-'≧碗>0,|"|>'であるから
’α'－1－"

=|α|"－1

よって,|α|"≦|α|伽－1となり，この不合理は①の仮定が原因である。

従って,|"|<maxicmil,|f,il,…,|"l)+｣"

5おわりに

本校の図書館の蔵書に，問題解法代数学辞典（上／下）第2版があるが，「上巻第7章方程式の理

論」の中に，最初に紹介した問題3051に相当する問題が見当たらない。なぜ，第2版のときに削除され

たかは不明である。

しかし，〃次方程式の〃個の解のk乗の和を求める方法に微分を使う方法があることはおもしろいと思

い，今回の原稿にしました。

なお，今回の原稿は，第44回数実研（2003年2月1日）で発表したときの資料の改訂版である。
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