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実践論文

｢２軸過列呈ﾀﾓﾃﾞﾝﾚ」を生かした学習指導のｵ是案

北W髄！*し幌手稲高等学校工藤寛之

要約

本稿では、「2軸過程ﾓﾃﾞﾙ」（小山，2006）の実証的理論を用いて、生徒の数学的理解の過程に

焦点イビj-る。そして､数学教育における「記述的特曲と｢規範的特|生｣について実践的研究を行

うものである。「記述的特性」とは、生徒の数学の理解にはどのような種類があるかを記述したり、

理解という内面的な現象がどのように起こっているかを記述することである。「規範的特幽とは、

生徒に数学を理解させるにはどのような状況を設定すればよい力、また、理解をどのような方向に

淵こさせればよいかなど、教授学的原理を示唆し得る特性を示すものである。以上のように、数学
．ｌ

教育においては、生徒の理解の櫛目や過程の実態を把握するだけでは十分ではない。なぜならば、

数学教育というものは、本来、教師が教えるという活動と生徒が学ぶという活動の２つ、教授活動

と学習活動から成立するものであると考えられるからである。したがって､数学の理解のモデルが、

「教授＝学習活動」としての数学教育において真に有効なものであるためには､記述的特性だけで

なく規範的特性をも備えていなければならない。そこで筆者は、このような特性を備えた「２軸理

解モデル」の実証的理論を用いて、生徒の理解の榊月を顕在化させ、生徒の理解の深化発展を図れ

る授業構成を実証的に提案していく。また本稿が､新学習指導要領の課題である｢体系的理解」俵

現能力」「数学のよさの認識」「数学的論拠に基づいて判断する態度」１創造I生｣などを培う上でも有

効である。しかも本稿の提案は、主体的な学習と受験学力の一層の向上と躍進にもつながる。さら

に､生徒が生涯に渡って数学を生活に役立て生涯学び続けていく楽しさも感得できると考えている。

キーワード:２軸過程モデル理解水準学習段階記述的・規範的特性学力向上受験学力

1．研究の目的と方法 筆者は、教育現場において日々授業実践をして

おり、質的な資料（自由な観察・面接・会話、生

徒のノートJ制受業記録ノートの記述など）を収集

しやすい立場にいる。これらの資料を基にして、

質的な分析と考察(平山,19Ｗ)を加えることによ

り有益な知見を導出していく。また、実践資料に

ついては主として事例研究法とプロトコル分析怯

を用いて実践的研究を行う。そして､文献研究(小

山,2010)や授業実践などから「2軸過程モデルｊ

の実証的理論を生かした学習指導について具体的

に提案していきたい。また、生徒の理解の現在化

と理ji\の深化発展を図れる問題と学習指導の工夫

についても、文献研究や授業実践などから明らか

にしていく。

新学習指導要領の課題である｢体系的珊駒「表

現能力」「数学のよさの認識」「数学的論拠に基づ

いて判断する態度」等を培うためにも「２軸過程

モデル山j､山,200句に着眼した学習指導の改善の

必要性がある。このような数学教育の課題を解決

実現するためにも本研究の目的を吹の２点とする｡

①学習指導に巴軸過程モデル」の理論を生か

して生徒の理解の様相を顕在化させる｡そし

て、理解の水準を上げる方策も提案する。

②Ｔ２軸過程モデル｣の規範的特性に基づく授

業構成を実践検証し、生徒の確かな学力の向

上と受験学力形成の学習指導を提案する｡．

。
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2．数学白〈鯉解の「２朝団圏程ﾓﾃﾞﾝ吃｣ する力も｣②｢ある水準においてどのように数学的

思考が展開する畑｣という２つの問いについて次

のように考察している。問①については、１単元ここでは、「２軸過程モデル〕（小山,2006)につ

いて概観していく。本稿では数学的理解の概念規

定を行い､数学的理解のモデル化の理論が必要で

ある。理解するということは生徒の内面的）鱒複雑

活動であるから、それをとらえるためにはこの内

面的で直接見ることができない理解という現象を

何らかの方法によって顕在化させることが必要で

ある。しかしながら､いかなる方法によっても理

解を直接とらえることはほとんど不可能である。

そこで､理解の構造や機能を間接的にとらえるた

めの理論的･解釈的枠組みとしてのモデルの理論

が必要である。このような理論は、生徒の数学的

理解を解明するために必要不可欠である｡;本糯iで
はこのような理論を「２軸過程モデノｌｄに求めた｡

⑫軸過程ﾓﾃﾞﾙ｣における数学的理解の過程モ

デルの必要不可欠な構成要素として、次の２つの

まとまりをもつ構成要素旧Cl）と田C2）を帰

納的に抽出させている。これらの２つの構成要素

を明確に区別し、相互に関連づけることによって

や数時間の数学科授業における生徒の数学敵p理解

の過程モデルに、数学的思考の対象（数学的対象

一対象間の関係一関係の一般性Ｊをひとまとめと

する階層的水準を組み込んでいる｡問②について

は、直感的9M】塵反省的段階､分析的段階の大き

く３つに分け、各1裂階における数学的思考の質を

規定している。

以上のことを踏まえて、生徒の数学的理解の深

化する過程をとらえたり深化を促進したりするた

めの１つの理論的枠組みとして、次のように構築

している。数学的理解の階層的水準と各々の水準

における学習段階をそれぞれl縦軸」と｢横軸」

にもつ数学的理解の「２軸過程モデルIを構築し

ている。「縦jﾎﾟﾘ｡Ｕには｢数学的思考の対象(数学的

対象一対象間の関係一関係のヨi艶iJ｣を視点とし

て、次のような３つの水準をひとまとめとする｢階

層的水増を設定している。

（V1)数学的概念や性質原理･法則などの数

学的対象の理解

（V2）それら数学的対象間の関係の理解

（V3）その数学的関係の一般性の理解

他方、この２軸過程モデルの[横軸Iには、「数

学的思考の質（直感的思考一反省的思考一分析的

思考」を視点として、以下のような価1）直感的

段階ＧＩ2）反省的段階ＧＩ3）分析的段階の３つ

の段階をひとまとまりとする「学習段階ｊを設定

している。必ずしも直線的にではないが、このよ

うな一連の学習段階を経て、数§i詳藍]理解りまある水

準から次の水準へと上昇しうる、すなわち数学的

理解が深化しうると考えられている。

ＧＩ1)直感的段階とは､学習者である生徒が具

体的物あるいは概念や性質などの数学

的対象を操作する「直感i的思考」を働か

せる段階である。

ＯH2)反省的段階とは､学習者である生徒が自

らの活動や操作に注意を向け、それらや

その結果を意識化して、図や言葉などに

よって表現することを目的とする「反省

的思考」を働力せる段階である。

数学的理解の過程をとらえることができる。

⑱Cl)数学的思考の対象、諾詳i，対象一対象

間の関係一関係の一般ｌＬＱ

ＢＣ２)数学的思考の質(画惑的思考罠反省的

思考＝分析的思考）

数学的理解の過程モデルが教授学習活動とし

ての数学教育において真に有効であるためには何

が必要力もそれは、生徒の数学の理解にはどのよ

うな種類があるかを記述したり、理解という内面

的な現象がどのように起こっているかを記述する

「記述的特性｣だけでは十分ではない。この特性

に加えて、生徒に数学を理解させるにはどのよう

な状況を設定すればよい力、また、理解をどのよ

うな方向に深化させればよいかなど、教授学的原

理を示唆し得る特性を示す「規範的特幽を備え

ていなければならない。厄軸過程モデル｣はこの

ような２つの鵜門生を備え持つものである。

数学的理解の過程モデルにとって必要不可欠

な２つの構成要素には｢数学的思考の対象｣と｢数

学的思考の閏があった。そｵ1ﾉぞれに対応して、

①「数学的理解とはどのような水準に沿って深化
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ql3)分析的閥】皆とは､学習者である生徒が表

現したものをより洗練して数学的に表

現したり、他の例で確かめたり、それら

のつながりを分析したりすることによ

って、統合を図ることを目的とする「分

析的思考］を働力せる段階である。

こうした数学的理解の「2軸過程モデル｣のイ

メージを図に表すと図１のようになる。基本的に

は､縦軸「(V1）数学的対象の理解(V2)数学的

対象間の関係の理解(V3)数学的関係の－lijlM生の

理解」の３つの水準をひとまとまりとする階層的

水準は､数学科のおよそ１単元に対応するものと

とらえることもできる。そして、各水準における

横軸の「(Ｈ１）直感的段階、圧12）反省的段階、

ＧＩ3)分析的段階｣の３つの段階をひとまとまり

とする学習段階は、１～３時間程度の授業に適用

することもできる。

図１

ａ「２朝H圖程モデル｣の記述的･･規鰡ib糊生

数学lib理解の2軸過程モデルの「記述的特性ｊ

についての実践的研究として、後ほどの事例研究

で行う。実際に生徒の数学的理解の過程は､２軸

過程モデルの階層的水準Ｇ縦j軸）と学習段階幡

鋤を用いて記述することができる。数学的理解

の２軸過程モデルが｢記述的特性」を備えている

ということを後ほど実践事例で例証していくこと

にする。吹に数学教育における数学的理解の２軸

過程ﾓﾃﾞﾙのＣ規範的特性｣についての要点を概

観していく。図２のような､数学的理解の２軸過

程モデルに基づく授業構成の３つの原理と３つの

方法が導出されている(小山,2006)。

図２

《数学科授業構成の３つの原理》

Ｐ１：数学的理解を、全か無かというような二者

択一的にではなく、複雑な力動的過程としてと

らえること。【複雑な力動的過程としての理解過
程Ｊ

Ｐ２:数学的理解の深化を促進するために、理解
の階層的水準と学習段階の２軸を設定するこ

と。鯉解の階層的水準と学習段階の設定】

ｐ３：教室で行われる数学の教授学習活動として

の授業においては、個々の生徒の個人的構成と
生徒たちや教師との社会的構成の両方の活動を

重視すること｡Ｈ固人的構成と社会的構成の重視】
《数学科授業構成の３つの方法》

Ｍ１:数学科の授業で生徒が学習する内容につい

て、数学科の学習指導要領などのカリキュラム

を分析することにより、数学的理解の階層的水
準を明らかにすること。鯉解の階層的水準の明
鯛ｌｊ

Ｍ２:数学科の授業で学習する内容に対する生徒
の理解の程度について、学習内容に応じた事前
調査や診断的評価、形成的評価などを行うこと

によって、その実態を把握すること。鯉解の程
度の実態的把握］

Ｍ３：数学的理解の階層的水準と生徒の理解の程

園
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上記の「２軸過程ﾓﾃﾞﾙ」の横軸と縦軸はそれ

ぞれ数学的理解の広さと深まりを意味するもので

ある。以上より階層的水準と学習段階を２軸とし

て設定する必要性があることは明らかである。ま

た、この２軸過程モデルを数学科授業に適用する

ためには、その他の社会・文化iM]認識論や文化人

類学的認識論に基づくアプローチによる研究によ

ってそれを補完する必要もある。

度の実態把握を基にして、
●

ユ

学習する内容についての教材研究を行い､３つの
学習段階を具体化し､個々の生徒の個人的構成と
生徒たちと教師との社会的構成の両方の活動を
位置づけること。［理解の学習段階の具体佃

そして、これらの原理と方法を活用して、数学

←
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科における授業構成を具体化していく。具体的事

例として､高校3学年の単元｢数学Ⅲ積分法直

線の回りの回転体の(21積｣の授業構成例を示し、

数学科授業改善の方向性を提案していく。これら

の改善案によって生徒の数学的理解がさらに深化

するかどうかについては今後の実残i<]研究の積み

重ねによって検証しなければならない。しかし、

こうした事例研究によって２軸過程モデルが数学

教育において規範的特性を備えていることを例証

したことになる。

Ｔ「（１）の式に疑問はないのです力も」

Ｓ２「回転体の体積を求めるときは､まず回転軸に

垂直に切った切り口の面積を求めることだと思い

ます６（１）はＰＲ＝ｘ/２－(x2-2x)を切り口の

半径としていますが、これではｙ＝5ｘＥ－Ｘ２と

ｘ軸とで囲まれた部分を、ｘ軸の回りに回転して

できる回転体になってしまうようです６直線ｙ＝

ｘ尼とｘ軸の正の部分とのなす角を０とすると

tanO=1ﾉ2,℃CSO=Ｗ了だから回転節Mly＝x/2に

垂直に切った切り口円の半径はＰＱ劃石ＰＲ

＝2/石(5x/ｚ－ｘ２)です６（２）の式で回転体の

体積Vi1を次のように求めます6」

■

4．数学理解の「２軸過程§モデル」の実証的検討

（１）数学理解の階層的水準（数学的対象）

ここでの数号拍勺5Nｿ象は、積分怯による回転体の

体積である。この階層的水準において３つ学習段

階（直感的段階､反省的段階､分析的段階）を経

て数学理解が深化していく事例を提示する。単元

は｢数学Ⅲ積分法と回転体の体積」で、指導目標

は｢数学的活動を通して回転体の体積について学

ぶ｡」である。

Ｔ「（２）の式に疑問はないのですかＪ

Ｓ３「(2)の切り口の面積元PQ2＝元(2Ａ/了PR)２

＝兀(Ｗ了(5x/２－ｘ､2》2はそれで正しいと思い

ますが、もう一つ大事なことがありますｂそれは

回転i軸に沿って積分することだと思います６（２）

ではＸ軸に沿って０から５／２まで積分したこと

になっています６回転軸に沿ってＯからＡまで積

分しなければならないと思います６０Ａ＝躯×Ⅲ

cos8=5/2×､/了/2＝5石/４ですから（３）の式

で回転体の体積ｖ,を次のように求めます6」

問題１放物線ｆ(x)＝ｘ２－２ｘと直線ｙ＝ｘ

尼がある。放物線ｙ＝ｆ(x)と直線ｙ－ｘ尼の
原点Ｏ以外の交点をＡとする。ＯからＡにおけ

る放物線y＝ｆ(x)上の点をＰ(ｘ,x2-2x)、
Ｐから直線ｙ＝ｘＥに下ろした垂線の足をＱ、

Ｐのｘ座標と同じ直線ｙ＝ｘ尼上の点をＲと
する。次に、この放物線と直線とで囲まれた部

分ｓ,を、この直線を軸として１回転して得ら
れる立体の体積Ｖ,とする。

(1)Ｖ,＝ji2元PR2dx

(2)Ｖ,＝JiP派ＰＱ２ｄｘ

(3)Ｖ,＝J;剛冗ＰＱ２ｄｘ
（１）～（３）の中に体積Ｖ,を求められる式
はあるのだろう力、.

③V,=J;仰元PQ2dx

=元Ｊ;剛(Ｗ了PR)2.ｘ

=元Ｊ;〃惚石(5x/2-x2》2.Ｘ

=元Ｊ;仰(5X2-4x3+4x4⑤ｄＸ

=元[5X3B-x4+4xⅧ;緋
＝625元(5石/12-20Ｗ十棚／1６

Ｔ「体積Ｖ,を求める正しい式はあるだろう力も」

Ｓ１「グラフを書いて考えますＰＳ,において上方
が直線ｙ＝ｘＥで下方が)ｉｉｉ物線ｆ(x)＝ｘ２－２ｘ

だからＰＲ＝ｘ/２－(ｘ２－２ｘ)＝5ｘ/ｚ－ｘ２より

体積ｖ１は、（１）の式を用いて求められます6」

Ｔ「（３）の式に疑問はないのです力も」

S4｢(3）はx軸に沿ってOから5石皿まで積分

しているにすぎませんｂ回転軸ＯＫの沿っての積

分を計算するためには､Ｏ午ｔとおいてｔとｘの

間に成り立つ関係式が必要になると思います６ｔ

＝OQ＝OR-QR＝､/豆X／2-PR／石＝ｘ２／

石よりｄｔ／ｄｘ＝２ｘ／栂、ｔの積分区間

(1)V,=J32宛PR圏dx＝元ji2(5X/２－X2)２

．x=化5X3/l2-5X4/4+Xs/5liz=625泥/192

４



10,5石側に対してｘの積分区間は[０，５/21です

から、体積ｖ,を次の式で求めることができると

思います6」

Ｔ「体積Ｖ２を求めてみましょう。」

S4君の体積Ｖ,の式

V､=J;剛冗PQ2dt
=元Ji/2(2/石PIO2.2x／石)．｡ｘ

=瀝Ｊ子(2A/了⑮x/z-X2》2.2X/石．｡Ｘ

=2石元jW2陰-2x2⑤2xdx

=2石宛M4-4X5/25+2Ｗ7刷子
＝125石元／9６

Ｔ「ここまでのことを振り返って大切なことは

何でしょう鯛」

S101V2も回転軸に垂直に切った切り口の面積を

求めることが大切ですｂまた、回転軸に沿って積

分するために変数の間の関係式を考えて、積分変

数や積分区間にも注意して積分することも重要で

ですｕ

上記の事例について質的な考察勘pえていく○

s１の構成している体積に関するメンタノレモデル

を次のように推測できる。２つの線で囲まれた面

積を求める際には、上方の線を表す式を下方の線

を表す式で引いた式を穂分すればよいｂ次に面積

を積分;うれば体積が求められるというものである○

Ｔ「以上よりＳ４君の式が正しいことが分かっ

たようですね｡ここまでのことを振り返って大切

なことは何でしょう力も」

Ｓ５｢回転軸に垂直に切った切り口の面積を求める

ことですｕ

Ｓ６「回転軸に沿って；積分することも大切ですb」

Ｓ７｢変数の間の関係式を考えて､積分変数やii2i分

)区間にも注意して積分することも重要です6」

Ｔ「次の問題２も考えていきましょう。」

回転体に対する断面積の分析が不十分であり、初問題２放物線f(x)＝2ｘ－ｘ２と直線ｙ＝ｘ

がある。放物線ｙ＝ｆ(x)と直線ｙ＝ｘの原点
Ｏ以外の交点をＡとする。ＯからＡにおける放
物線ｙ＝ｆ(x)上の点をＰ（x’２ｘ－ｘ２)、Ｐ
から直線ｙ＝ｘに下ろした垂線の足をＱＰの
ｘ座標と同じ直線ｙ＝Ｘ上の点をＲとする。次

に､この放物線と直線とで囲まれた部分ｓ２を、
この直線を軸として1回転して得られる立体の
体積Ｖ２を求めよ。

めにもった予想としての見越的直感に、それまで

の２線で囲まれた面積に関する学習で構成したメ

ンタルモデルが否定的に働いたようである。この

あたりの学習段階はU動態的であり、数学的に誤っ

た見越的直感が、その後の生徒の複数の反省的思

考によって変わっていく。～

反省的思考について確認していく。反省的思考

とは、学習者が自らの無意識的な活動や操作に注

意を向け、それらやその結果を意識化して、図や

言葉によって表現することを目的とする思考であ

る。特に次の３点が重要である。

①反省的思考は、学習者自身による活動や操

作をその前提とする。

②反省的思考の対象は､その活動や操作およ

びその結果である。

③反省的思考の目的は､無意識的な活動や操

作を意識化し、それを表現することである。

Ｓ２、Ｓ３，ｓ４によって学習段階は反省的段

階へと移行していった。Ｓ２によって回転体の断

面積は回転軸に垂直に切った切り口である円の面

積を求めることが重要であることが意識化されて

Ｓ８｢図を書いて考えていきます６直線ｙ＝１ｘと

ｘ軸の正の部分のなす角を０とするとtanO＝１，

００８０＝1／､/五となりま魂回転軸ｙ＝ｘに垂直

に切った切り口円の半径はＰＱ=ＰＲ／β=(ｘ

－ｘ２)／枢です6したがって切り口の断面積は、

元(Ｘ－Ｘ２)2／２と表すことができますＵ

Ｔ「次にどのような式を立てます力、」

Ｓ９｢回転軸に沿って積分していきます６０Q=ｔと
おいてｔとｘの間に成り立つ関係式はｔ=OQ＝

OR+QR＝枢ｘ＋(Ｘ－ｘ２)／β＝3x／β
－ｘ２／βです６よってｄｔ／ｄｘ＝3／伍一

､/百ｘとなり、ｔの積分区間10,β]に対してｘ

の積分区間は[0,,ですから､体積ｖ２の式を立て
ることができます6」



･問題３放物線ｆ(x)＝ｘ２－２ｘと直線ｙ＝ｘ

/2がある。放物線ｙ＝ｆ(x)と直線ｙ＝x旧の
原点Ｏ以外の交点をＡとする。ＯからＡにおけ

る放物線ｙ＝ｆ(x)上の点をＰ(ｘ,ｘ２－２ｘ)、
Ｐから直線ｙ＝ｘ尼に下ろした垂線の足をＱ、
Ｐのｘ座標と同じ直線ｙ＝ｘ尼上の点をＲと

する。直線ｙ＝ｘ尼とｘ軸の正の部分とのなす
角を０とする。次に、このiHjd物線と直線とで囲

まれた部分ｓ]を、この直線を軸として１回転
して得られる立体の体積Ｖ,とする。

Ｖ,＝Ji/z元ＰQ2/booOdxは正しい力、

きた。また、Ｓ３による図や式や言葉などによっ

て表現することを通して、断面積を回転軸に沿っ

て積分することが重要であることも意識されてき

た。さらに、Ｓ４によって無意識的な操作活動に

注意を向け、それらの結果を意識化して式の欠陥

に反省勘pえていった。つまり、積分変数や積分

区間にも注意を向けた。（３）の式ではx軸方向に

向けて積分しているにすぎない。回転軸方向の変

数とｘ軸方向の変数に注意を向けた関係式の必要

性を感得していった。ここでの学習１３３階は反省的

思考が中心であった｡

次の問題２の学習段階では、分析的思考が活動

していた。問題１で表現したものを洗練して数学

的に表現し確かめることができた。また、回転軸

や関数式が変わっても問題!i鯛こついて統合を図
ることができた。振り返ってみると、学習段階は

Ｔ「この式で体積Ｖ,を求めることができる力も」

ｓｌ腱しそうですが、この式で計算を進めてみよ

うと思います6」

V,=JiP元PQ2/cosOdx

=”Ｊｉ/2(Ｗ百PR)２．石/２．.躯

=2Ｗ豆Ｊｉ/2(価/z-x2》2.ｘ

=2Ｗ了Ｊ;/2(25X2/4-5x3+ｘ４)｡Ｘ

=2石元l25x3/12-5Ｗ4+Xs/5U子

＝125石元／9６

直感的段階から分析的段階へと移行していった。

このように数学理解の｢２軸過程モデル｣には、

次の２つの特徴がある。第１には､数学理解の深

化の過程における直感と論理の相補性を反映させ、

反省的思考の役割をこのモデルに明確に位置づけ

ようとしているのである。そして第２の特徴は、

生徒の数学理解の様相や過程を説明する1記述的

特性Ｉと理解を淵とさせるための状況や方向づけ

などに関する教授学的原理を示唆し得る「規範的

特性：」の両方をこのモデルに持たせようとしてい

ることである。

Ｓ２「不思議ですが、問題１と同じ答えになりまし

たこの式で計算をするとなぜ問題１の答えと同

じになるのかわかりませんb」

Ｔ「同じになる理由が分かる人はいます力も」

S３１積分変数Ｏｉｘのとき、問題１の被積分関数は

ｘの５次式冗・(2／へ/了ＰＲ)2.2ｘ／石＝

元･(2A/了(5x/ｚ－ｘ２》2.2x／石であり、問題

２の被積分関数はｘの４次式冗(2A/了PID2.

,/了／2＝2元/石｛(5x/２－ｘ２》2であり違いま

す６同じ答えになる理由が分かりませんb」

Ｔ「元PQ2は何を表していました力も」

Ｓ４「回転体の回転簿ihに垂直な断面積ですＪ

Ｔ「元PQ2／CosOは何を表しています力もＪ

Ｓ５「図を観て考えると元PＱ２／bosO＝元ｔｏｓＯ

ＰＷ／bosOは､直角三角形PQEをＱＲの回りに

回転してできる三角錐（底面の半径はＰＱでＰＲ

が母線）の側面積を表します６すなわち、側面を

底面に正射影している関係です6」

Ｓ６｢問題３の式は側面積を積分しているのですね。

しかも、円錐の母線ＰＲはｘ軸に垂直ですＵ

Ｔ「問題２も問題３と同じように解くとどのよ

（２）理解の階層的水準Ｇ礫i罫ib6k1象間の関係）

問題１と２に関する数学的活動を通して、３つ

の学習段階を経た。このような一連の学習段階を

経て〈理解水準が次の水準へと上昇していくｄ水

準が上昇することを理解が深化すると解釈できる。

次の水準に理解を深化させるために意図した問題

を生徒に新たに提示していく。次の水準である数

学的対象間の関係は、積分法による回転体の求積

解法間の関係である。この階層的水準において３

つ学習段階（直感的段階反省的段錯〈分析的段

陶を経て数学理解が深化していく事例を提示す

る。単元は「数学Ⅲ積分怯と回転体の体積｣で、

指導目標は「数号廓i，活動を通して回転体の求積解

法を比較検討する｡」である。



うな式計算になります力も」

Ｓ７｢問題３と同様に円錐の側面積を積分する式を

作って次のように計算しますb」

S１０「問題３と同様に円錐の側面積を積分する式

を作って次のように計算します6」

問題４の解法その２

V3=J；元PQ2/boSOdx

=j；元ＰＲ/灯)２．打･ｄｘ

=堀／β×Ｊ;(2x-x2)zdx

=元／打×ｋｘ３／３－ｘ４／２＋ｘ５／5］

＝Ｗ五元／1５

２
０

？

Ｔ「ここまでのことを振り返って大切なことは

何でしょう力も」

S11｢正射影の考えで回転軸に垂直に切った切り

口の面積を、円錐の側面積に変換してから回転体

の体積を求めることもできますbJ

S12｢円錐の母線ＰＲはx軸に垂直であり､側面積

はｘの式ですのでx軸に沿って積分できます６変

数置換もしないので便利な考えです6」

Ｔ「次の問題４も問題１や問題３と同じように

２つの考え方で解くとどのようになります力も」

問題４放物線ｆ(x)＝ｘ２￣ｘと直線ｙ＝ｘ

がある６放物線ｙ＝ｆ(x)と直線ｙ＝Ｘの原点
。以外の交点をＡとする。ＯからＡにおける放

物線ｙ＝ｆ(x)上の点をＰ（ｘ，ｘ２－ｘＬＰ

から直線ｙ＝ｘに下ろした垂線の足をＱ、Ｐの

ｘ座標と同じ直線ｙ＝ｘ上の点をＲとする。次

に、この放物線と直線とで囲まれた部分Ｓ３を、
この直線を軸として1回転して得られる立体の

体積Ｖ３を求めよ。

S13｢回転軸に垂直な断面積で積分をすると､変数

置換が必要ですし被積分関数も複雑に変化します６

側面積を積分する方が被積分関数もおだやかさを

保っていて計算もしやすいようです､」

上記の事例について質的な考察をｶﾛえていく。

Ｓ１，ｓ２，ｓ３の構成している回転体の体積に

関するメンタノレモデルを次のように推測できる。

回転体の体積を求めるには、まず回転i軸に垂直な

断面積を求めなければならない。この断面積は円

の面積である。この円の面積を回転i軸にそって積

分していくと回転体の体積が求められる。ところ

が被積分関数の式冗PQ2／bosOが奇異に感じら

れて回転体の体積は求められないであろうと予想

していたよう危初めにもった予想としての見越

的直感を援護するかのように、それまでの回転体

に関する学習で構成したメンタルモデルが否定的

に働いたようである。このあたりの学習段階は直

感的であり、数学的に誤った見越的直感が、その

後の生徒の反省的思考によって変わっていく。

Ｓ５、Ｓ６によって学習段階は反省的騨皆へと

移行していった。Ｓ５は図を観て考えることによ

って元PQ2／boBO＝元(o0sOPIO2／boBOは、直

角三角形ＰＱＲをＱＲの回りに回転してできる三

角錐（底面の半径はＰＱでＰＲが母親）の側面積

を表していることが意識化されてきた｡すなわち、

８８「図を書いて考えていきます６直線ｙ＝１ｘと

ｘ軸の正の部分のなす角を０とするとtanO＝１，

oosO＝1／､/すとなりま炎回転軸ｙ＝ｘに垂直

に切った切り口円の半径はＰＱ=ＰＲ／β=(２

ｘ－ｘ２)／､/百です６したがって切り口の断面積

は、兀但ｘ－ｘ２)2／２と表すことができます6」

Ｔ「次にどのような式を立てます、」

Ｓ９「回転軸に沿って積分していきます６０Q＝ｔ

とおいてｔとｘの間に成り立つ関係式を作るとｔ

＝OQ＝OR-QR＝､/百Ｘ－(2Ｘ－ｘ２)／枢＝
ｘ２／βです6よってｄｔ／ｄｘ＝Ｅｘとなり、

ｔの積分区間【0,2β】に対してｘの積分区間は

10,2]ですから､最初に体積Ｖ３を回転軸に垂直な

断面積を積分する式で求めます6」

Ｔ「その考えで体積Ｖ３を求めてみましょう。」

問題４の解法その１．

V3=ＪｉＥ元PQ2dt
=元Ｊ；⑩R/β)２．打Ｘ・ｄｘ

=β冗但×Ｊ；(4x3-4x4+xs)｡ｘ

=仁冗旭×IX4-4x5/5+x6/61；
＝8侮冗／1５

Ｔ「もう一つの考えで体積Ｖ３を求めてみよう｡」

７



側面を底面に正射影している関係であることが図

や式の観察から意識化されてきたのである。さら

に、Ｓ６はＳｌやＳ２による計算活動､すなわち

無意識的な操作活動に注意を向け、それらの結果

を意識化して式のもつ意味を深化させるように反

省的思考を働かせていった。つまり、問題３の式

は側面積をｘ軸に沿って積分していけばよいこと

を感得していったのである。ここでの学習段階は

反省的思考が中心であった。

次の問題４の学習脚皆では、分析的思考力糖動

していた。問題３で表現したものを洗練して数学

/的に表現し確かめることができた。つまり、他の

例で確かめたり、それらのつながりを分析したり

することによって、統合を図ることを目的とする

「分析的思考｣を働力せる段階であった６また、
被積分関数を何にするかについて統合を図ること

ができた。振り返ってみると、学習段階は直感的

段階から分析的段階へと移行していった。

Ｔ「理由も考えてみましょう。」

Ｓ１｢正しいようにも観えますが自信がないですｕ

Ｓ２１Ｖ１は問題１よりＶ1-125,/了冗／９６です６

Ｖ]￣を計算して調べてみようと思いますＪ

Ｓ３｢まずx軸に垂直な断面積を考えます6放物線

ｇ(x)＝－ｘ２＋5ｘ／２とｘ軸の交点は､原点Ｏ

とＢ（０，躯）です６ＯＢ上の点Ｃを（ｘ，Ｏ）

とすると断面積は円だから元(－ｘ２＋5ｘ／2)2で

す６体積Vi-を求めると次のようになります6」

、

Ｔ「coSO＝２／石ですが､正しいですか｡」

Ｓ４「ｃｏｓＯＶｒ＝２／石×625元／192＝

125石元／96=V,ですから正しいですb」

Ｔ「なぜ正しくなるのでしょう力も」

Ｓ５「Ｖ,の被積分関数は元ＰＱ２／cosO＝元

②石PR)２．石／2=2元/石((5x/２－Ｘ２》２

=2元/石(25X2/4-5ｘ３＋ｘ４)＝２／石×元

(ｘ４－５ｘ３＋25ｘ２／Ｑ＝coSO×元(ｘ４－５ｘ３

＋25ｘ２／U)＝cosO×元(－ｘ２＋5ｘ／2)2と変形

できまれ元(－ｘ２＋5ｘ／2)2の部分がＶ,￣の

被積分関数と同じです6」

Ｓ６「元PＱ２／bosO＝元(oosOPID2／bosO＝ｃｏｓ

Ｏ×元ＰＲ2＝cosO×兀(5ｘ/ｚ－ｘ２)2＝cosO×

元(g(x》2と変形できますので､Ｖ１はＶ,￣の００８

０倍であることが分かりますｕ

Ｓ７「ＰＲ＝｜ｆ(x)｜＋ｘ×tanO＝2ｘ－ｘ２＋

ｘ×1ﾉ2＝－ｘ２＋5ｘ／2＝ｇ(x)ですU

S8｢元(cosOPIO2／bosO＝元(oosO（｜ｆ(x)｜＋

ｘ×tanO》2／bosO＝cosO×元（（｜ｆ(x)｜＋

ｘ×tanO》2＝cosO×元(ｇ(x》2となります６つ

まりjlilU物線ｙ＝ｆ(x)と直線ｙ＝tanO×ｘで囲ま

れた部分をこの直線の回りに回転させた体積Ｖ１

は、放物線ｙ＝ｇ(x)とｘ軸で囲まれた部分をｘ

軸の回りに回転させたｲｶ同i蘆ｉＶ,￣のｃｏｓＯ倍であ

（３）理解の階層的水準（数学的関係の一般性J

問題３と４に関する数学的活動を通して、３つ

の学習段階を経た。このような一連の学習段階を

経て、理解水準が次の水準へと上昇していく。水

準が上昇することを理解が深化すると解釈できる。

次の水準に理解を深化させるために意図した問題

を生徒に新たに提示していく。次の水準である数

学的関係の一般性は、積分怯による回転体の求積

において円錐の側面積による解法等の一般化であ

る。この階層的水準において３つ学習段階値感

的段階、反省的段階〈分析的段階）を経て数学理

解が深化していく事例を提示する。単元は蝋学

Ⅲ積分法と回転体の体積｣で、指導目標は｢数学

的活動を通して回転体の求積解法を一般化する｡」

である。

問題５放物線f(x)＝ｘ２－２ｘと直線ｙ＝ｘ

尼がある。jlil物線ｙ＝ｆ(x)と直線ｙ＝ｘ/2の
原点Ｏ以外の交点をＡとする。ＯからＡにおけ

る方'@物線ｙ＝ｆ(x)上の点をＰ（ｘ，ｘ２－２ｘ)、
Ｐから直線ｙ＝ｘ尼に下ろした垂線の足をＱ、

Ｐのｘ座標と同じ直線ｙ＝ｘ但上の点をＲと

する。次に、この放物線と直線とで囲まれた部

分を、この直線を軸として１回転して得られる

立体の体積Ｖ,とする。

●

８



ることが分かりました｡」

Ｔ「次の問題６も考えてみましょう。」

1＝Ｘ－ｘ２＝ｇ(x)ですＵ

Ｓ１５「兀(OosOPID2／bosO＝元bosO(ｆ(x)－ｘ

×tanO》2／bosO＝００８０元((ｆ(x)－xtanO》２

＝００８０×元(g(x》2となります6つまり、放物線

ｙ＝ｆ(ｘ)と直線ｙ＝ｔａｎＯ×ｘが囲まれた部分

をこの直線の回りに回転させた体積ｖ２は､放物
線ｙ＝ｇ(x)とｘ軸で囲まれた部分をｘ軸の回り

に回転させた体積Ｖ２￣のＣＯＳ０倍であることが

分かりました｡」

Ｔ「一般化するとどのようなことがいえます力も」

S16｢放物線ｙ＝ｆ(x)と直線ｙ＝ｔａｎＯｘｘで囲

まれた部分が第１象限にあい交点のX座標がａ，

ｂ（ａ＜ｂ）であるとき、回転軸に垂直な断面積

を円錐の底面とする側面積は、元(００８０(ｆ(x)－

ｘ×tanO》2／bosOであるから､回転体の体積Ｖ

は次の式となります６」

問題６放物線ｆ(x)＝2ｘ－ｘ２と直線ｙ＝ｘ
がある。放物線ｙ＝ｆ(x)と直線ｙ＝ｘの原点
Ｏ以外の交点をＡとする。ＯからＡにおける放

物線ｙ＝ｆ(x)上の点をｐ（ｘ’２ｘ－ｘ２)、Ｐ
から直線ｙ＝ｘに下ろした垂線の足をＱ、Ｐの

ｘ座標と同じ直線ｙ＝ｘ上の点をＲとする。次
に、この放物線と直線とで囲まれた部分を、こ
の直線を軸として1回転して得られる立体の体
積Ｖ２とする。
次に放物線ｇ(x)＝ｘ－ｘ２とｘ軸で囲まれ

た部分をｘ軸の回りに回転して得られる体積
をＶ２￣とする。
直線ｙ＝ｘとｘ軸の正の部分とのなす角を

０とするときＶ2＝coSOV2￣は正しい恥

Ｐ

２

Ｔ「問題６と同様に考えられそうですね。」，

Ｓ９｢問題２よりＶ２＝、/豆兀／COです6Ｖ2￣を計
算して調べてみようと思いますも」

S１０「まずｘ軸に垂直な断面積を考えます６放物

線ｇ(x)＝ｘ－ｘ２とｘ軸の交点は､原点ＯとＢ(０，

１）です６ＯＢ上の点Ｃを（ｘ，Ｏ）とすると断

面積は円だから元(ｘ－ｘ２)2です6体積Ｖ２＝を求
めると次のようになります6」

V=coSO×冗Ｊ:(f(x)－x×tanOWx

Ｔ「ここまでのことを振り返って大切なことは

何でしょう力も」

S17｢正射影の考えで回転軸に垂直に切った切り

口の面積を、円錐の側面積に変換してから回転体

の体積Ｖを求めることもできますu

S18｢回転軸に垂直な断面積で積分をすると､変数

置換が必要ですし被積分関数も複雑に変化します６

側面積を積分する方が被績分関数もおだやかさを

保っていて計算もしやすいようですu

S19｢ｇ(x)=ｆ(x)－ｘ×tanOとｘ軸に囲まれた

部分をｘ軸の回りに回転させてできる体積Ｖ￣

をoosO倍すると体積Ｖと同じになります６Ｊ

上記の事例について質的な考察鋤pえていく。

ＳＬＳ２、Ｓ３の構成している回転体の体積に

関するﾒﾝﾀﾉﾚモデルを次のように推測できる。

回転体の体積を求めるには、まず回転軸に垂直な

断面積を求めなければならない。この断面積は円

の面積である。この円の面積を回転軸にそって積

分していくと回転体の体積が求められる。ところ

が体積Ｖ,とＶ，￣では関数も回転軸も異なるの

でＶ１＝cosOV，￣の等式が奇異に感じられてい

た。等式が成立することに疑念もいだいていたよ

う危初めにもった予想としての見越的直感を援

護するかのように、それまでの回転体に関する学

Ｔ「cosO＝１／βを使いますね｡」

S１１「ooBOV2-＝１／、/百×元／30＝何冗／・

60=V2ですから正しいです6｣

Ｔ「問題５と同様に理由を確認しましょう。」

S１２｢Ｖ２の被積分関数は元PＱ２／CosO＝元(1／

β×PID2.枢＝元/β(ｘ－ｘ２)２

=元/βk2-2x3＋ｘ４)＝１／何×兀k2-
2x3＋ｘ４)＝cosO×元ｋ２－２ｘ３＋ｘ４)＝cosO

×元(Ｘ－Ｘ２)2と変形できますｂ元(Ｘ－Ｘ２)2の

部分がｖ２￣の欄賓分関数と同じですｕ

Ｓ１３「元×PQ2／bosO＝兀(oosOPIP2／bosO＝

cosO×元ＰＲ2＝cosO×元《ｘ－ｘ２)2＝cosO×

元(ｇ(X》2と変形できます６よってＶ２はV2-の
００s０倍であることｶﾐ分かりますＵ

Ｓ１４｢ＰＲ＝ｆ(x)－ｘ×tanO＝2ｘ－ｘ２－Ｘ×

９



５．本論文のまとめと今後の課題習で構成したメンタルモデルが否定的に働いたよ

うである｡このあたりの学習段階は直感的であり、

数学的に誤った見越的直感が、その後の生徒の反

省的思考によって変わっていくｄ

Ｓ５、Ｓ６，ｓ７，ｓ８によって学習段階は反

省的段階へと移行していった。Ｓ５は式を観て考

えることによってV,の被積分関数からV丁の

被積分関数を導出することに成功した。これを観

ていたＳ６、Ｓ７，ｓ８はさらに式に変形操作を

加えることによって、体積Ｖ１はＶ，￣の００s０倍

であることを解明していった。すなわちＶ,=ｃｏｓ

Ｏｖ１－の関係が図や式の観察から意識化されて

きたのである。換言すると、Ｓ３たちによる計算

活動､すなわち無意識的な操作活動に注意を向け、

それらの結果を意識化して式のもつ意味を深化さ
せるように反省的思考を働かせていった｡つまり、

ｘ軸の回りに回転して求められる体積Ｖ，￣を

００s０倍すれば体積Ｖ１となるという単純で面白い

結論を感得していったのである。更にこのことを

一般化するように思考が分析的に活動していった。

本研究の主要な成果をまとめて列挙すると、つ

ぎの４点となる。

〔成果1〕生徒の数学理解の過程は従来末分化な

形で潜在したままであったが、「２軸過程モデル」

の理論を足場にして生徒の数学理解の過程を実践

的にとらえることが可能になってきた｡また、「２

軸過程モデル」の構成要素として必要不可欠なも

のは、［数学的思考の対象G鮪罰i勺対象一対象間の

関係一関係の一般性)」と[数学的思考の質(直感

的思考＝反省1的思考一分析的思考)」であり、生徒

、

の数学理解の過程をとらえる上で必要欠くべから

ずものであった。

〔成果２〕数学的理解の過程モデルが劉受学習活

動として数学教育、特に数学科授業において真に

有効なものであるために「記述酌特性jだけでな

く［規範的特性」をも備えていなければならない

ことが実証的に確認できた。これら両方の４６N生を

デル備えた数学教育における

の１つとして「２軸過程の１つとして「２軸過程モデル」は次の３つの水

準を縦軸に､そして３つの学習段階を横軸にもつ。

縦軸は､数学的思考の対象を視点とした「(ｖｌ）

数学的対象の理解，（Ｖ２)数学的5対象間の関係の

理解，（Ｖ３)数学的関係の一般性の理解｣の３つ

の水準をひとまとまりとする階層的理解水準であ

る。横軸は､各々の理解水準における数学的思考

の質を視点とした「(Ｈ１）直観的理解,（Ｈ２）

反省的理解（Ｈ３)分析的理解｣の３つの段階を

ひとまとまりとする学習段階である。この縦軸と

横軸にもつ「２軸過程モデルｊによって、生徒の

理解の過程をとらえることができ、授業構成にも

有効であった。

〔成果3〕数学教育における数学的理解の２軸過

程モデルの「記述的特性Iについての実践的研究

として、「積分法による回転体の求積｣授業の事例

研究によって、２軸過程モデルには記idi的特性が
１０

備わっていることを例証確認できﾌﾟｾﾞﾆ。

〔成果4〕数学教育における数学的理解の２軸過

程ﾓﾃﾞﾙの「規範的特性Iについての実践的研究

として、その２$Ｉ腿程モデルに基づく数学WSI授業

構成の３つの原理(Ｐ１～Ｐ３）と３つの方法伽

ここでの学習BMI皆は分析的思考が中心であった。

以上の事例（１）から（３）について概観する。

問題２から問題３にかけて理解の水準が数学的対

象から数学的対象間の関係へと上昇していった。

さらに、問題４から問題５にかけて理解の水準が

数学的対象の関係から数学的対象の一般性へと上

昇していった。各水準においては、直感的思考．

反省的思考･分析的思考が活動する３つの学習段

階を踏みながら理解が深化していった。つまり、

生徒は文字の意味や式の構造に着目して、反省的

思考の結果を数学的により洗練された形で表現し

ていった。また、課題の分析を行って統合を図ろ

うとした。このことより、生徒は次の学習段階で

ある分析的思考を働かせ、理解の水準も次の水準

へと上昇していったのである。このことから数学

理解の「２軸過程モデル」の横軸である３つの学

習段階や､縦軸である３つの理解の水準の妥当性

は、実践事例によって実証的に裏付けられたとい

ってよいのである。そして、生徒の数学理解の過

程は、この「２軸過程過程モデノ1Jの階層的水準

Ｃ縦軸）と学習段階-(横軸０を用いて記述でき、

規範的特性も備えていることを例証確認した。！

０
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１～Ｍ３）を活用していくことは、授業を構成し

実践していく上で有効であることを例証提案した。

本研究の今後の主要な課題は、数学教育におけ

る数学的理解の２軸過程モデルを基盤にした実践

研究を積み重ね、２軸過程モデルのさらなる精繊

化と具体化を図ることである。そして、他の実践

理論も取り入れながら生徒の理解の深化と学力向

上を図ることである。しかも本研究における提案

が、生徒の主体的な学習と受験学力の一層の向上

と躍進にもつなげていく。さらに、生徒が生涯に

渡って数学を生活に役立て生涯学び続けていく楽

しさも感得できるように授業構成を工夫構築して

いくことである。

最後に、本稿の実践事例には他の実践理論も組

み込んであることに触れる。それは、問題解決後

に必ず生徒に振り返らせている点である。特にう

まく問題が解けなかったときや最初分からなか

ったが後で分かったときなどには有効なものであ

る｡つまり、「問題解決の失敗経験から教訓を抽出

する」という学習方略であり、認知カウンセリン

グでは「教訓帰納（Lessoninduction)」（市

川,1”3）と呼ばれているものである。要するに

「自分はこの問題や授業から学んだことは(可カリ

をそのつど明らかにしながら学習や授業をすすめ

ていくことである。このことに関して、ポリア

Polya､1962)は著書で次のように述べている。

『いろいろな方法について考えるのに最もよい
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