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第１部実践論文

「上上諺E」を意ﾐ言議的一戦艫的に耳文り入jｵＬﾌﾞ筵学習才旨璽薑厘に-つし、-てひつ１６塁案

北海道滝川高等学校工藤寛之

要約
ﾛ

新学習指導要領は､一層主体的な学習の充実を求めている。そのためにも、授業に数学的活動を
取り入れることを重視している｡筆者は意識的｡戦略的に｢比較｣を取り入れた問題解決的な授業が、

学習における数学的活動を一層充実させることができると考えている。「比較｣を取り入れた学習指
導は､新学習指導要領の課題である「体系的理解」「表現能力」「数学のよさの認識」「数学的論拠に

基づいて判断する態度」晴Ｉ造幽を培う上でも,蔵効である｡第１部では､授業事例を提示して｢比

鞠の有効性について提案していく。第２部と第３部では､新学習指導要領と｢比鞠を取り入れた

学習指導について実践事例や文献などから理論的に深めていく。ここで得られた知見を実践で生か
せる方策についても具体的に提案していく｡これらの提案は主体的な学習や学力向上にもつながる。

また､受験学力の一層の向上と躍進や数学を生活に役立て生涯学び続けていく楽しさも感得できる。

､

キーワード:新学習指導要領数学的活動比較問題解決学力向上受験学力数学の楽しさ

（２）比較を取り入れた学習指導の事例２

ここでは、「比J較｣を意図的に取り入れた授業例

を提示する。単元は｢数学Ⅲ微分法の活用｣で、

指導目標は｢関数の増減を活用する存効'性につ

いて、数学的活動を通して学級全体で学ぶ。」

1．学習指導の事例

（１）説明中心的な学習指導の事例１

ここでは、説明中心の授業例を提示する。単

元は｢数学Ⅲ微分法の活用｣で､指導目標は｢関数

の増減を活用する有効性について学ぶ｡｣である。 |問題元.,ｅ宛，３．,どれが１番大きい力も
Ｔ｢どれが一番大きそうだろう力も」（問題提示）

S1｢ｅ＝2.71,元＝3.14よりｅ＜３＜元だから、

元･が１j番ｳﾞtこきいようですJ

S2｢３＜元より３e＜元eですｂ４３＝６４，３４

＝８１，４３＜３４よりおそらく元｡＜ｅ瀝となり

ｅ泥が一番大きそうですJ

S3｢２３＝８，３２＝９，２３＜３２よりおそらく

ｅ派＜元eなり元eが一番大きいようです６」

（異なる謂愚の比創動

S4｢兀・とｅ宛のどちらが大きいだろう力、」

（生徒自身が課題をつかむも）‘

Ｔ｢元。とｅ箙の大小をどのように調べる力、」

S5｢対数とって調べたら分かりそうです６」

S6｢差をとって考えると、ｌｏｇｅ瀝－１og元．＝

元。]oge-eolog元＝e元Ooge／ｅ－]og元／元）

問題関数ｆ(x)＝109Ｘ／Ｘの増減を調べ，
ｅ泥と元･の大小比較をせよ。

Ｔ｢関数ｆ(x)を微分して増減表を作ります６関

数ｆ(x)を微分しなさい。」

S1｢ｆ￣(Ｘ)＝Ｘ-２（ｌ－ｌｏｇＸ）」となります６

Ｔ｢次に増減表やグラフの概形を書きなさい。」 回

Ｘ Ｏ｜…… ｅ

f~(x)|／’＋ｏ－
ｆ(x）｜／増加ｅ-1｜減少

x→OでlogX／X→-ＣＯ,ｘ→ＣＯでlogX／X→Ｏ

Ｔ｢関数ｆ(Ｘ)はＸ＞ｅで単調減少であるから

ｆ(e)とｆ(元)の大小関｛系はどうなるかｂ」

S2｢単調減少よりｅ＜元のときｆ(e)＞ｆ(元)」

Ｔｍｏｇｅ／e＞log元／元，元]oge＞ｅlog元，

Ioge宛＞ｌｏｇ７ｔｅＡｅ宛＞元eである。」

１

｢FliI蚕亟｡,ｅ鱸,３．,どれが１番大きし肩ＴＩ

Ｘ ０ ｅ

ｆ＝(Ｘ） ￣ －－ ０

f(x） ￣ 増加 ｅ１ 減少



の増減を利用すると調べられることが分かりま

すが、この関数を思い浮かべられません。」

S20｢関数ｆ(ｘ)＝]ogx／ｘは思いつきますが、

平均値の定理の利用は思いつきませんｂ」

S21｢平均値の定理は大小関係で利用した経験

があるので、関数ｆ(x)＝]ogxに適用すること

は難しくありませんｂ」

S22｢指数が関係した大小関係の問題に対数を

利用することは自然な考えだと思いますｂ関数

の増減を利用する有効性も分かりました。」

S23｢不等式の証明で平均値の定理を利用した

問題を以前解きましたので、今後大小関係の問

題に利用できない力考えるようにしたいですb」

次にIoge／ｅとlog元／元の大小関係が分かれ

ば解決できそうですu

S7｢関数ｆ(x)＝logｘ／ｘの増減を調べる。」

Ｔ｢ｆ(x)＝logｘ／ｘの増減表を作りなさい。」

S8｢微分するとｆ￣(x)＝ｘ－２（１－１０９ｘ）だ

から増減表は次のようになりますｂ」

０ ｅ畷

fTx）／｜＋Ｏ－
ｆ(x）／|増加ｅ-1減少

ｘ→ＯでlogX／X→一・○，ｘ→ＣＯで】ogX／X→Ｏ

Ｔ｢関数ｆ(ｘ)はｘ＞ｅで単調減少であるか

らｆ(e)とｆ(兀)の大小関係はどうなる力、」

S9｢単調減少よりｅ＜兀でｆ(e)＞ｆ(元)ですU

S10｢logｅ／e＞log元／元，元Ioge＞ｅlog元，

Ioge派＞log元。．..ｅ宛＞元。となります６」

（課題が解決した｡）

S11｢ｅ派が一番大きいことが分かりました。」

（問題が解決した｡）‘

Ｔ｢元。とｅ元の大小を別法で解決できるか。」

Ｓ12｢ｆ(x)＝ｘ'/ｘ力坏U用できそうですｂ」

S13｢ｆ(x)＝Ｘ'/ｘを対数微分法で微分する

とｆ￣(x)＝ｘ'/x-2(１－logＸ）となりますb］

S14｢増減表は次のようになります６」

（３）説明中心的な学習指導の事例３

ここでは、（１）と同様に説明中心の授業例を

提示する｡単元は｢数学’２次関数の最大最小

の問題]で、指導目標は｢定義域が拡大する場合

の２次関数の最大最小の問題を学ぶ｡｣である。
問題関数ｆ(ｘ)＝ｘ２－２ｘ＋３（Ｏ≦ｘ≦
ａ）において､最大値およU､最'｣値を求めよ。

Ｔ｢ｆ(x)＝(ｘ－Ｄ２＋２と基本形にする。ａの

値が大きくなるにつれて定義域が拡大していく。

ａについて場合分けをするが、最大|直最小|直に

変化がある値で場合分けを考える。グラフを書

いて考えるとよい。そのとき最大最小は軸の位

置とグラフの対称|生に注目するとよい。まず、
０＜ａ＜１のときのグラフを書いて考える。」

S1｢ｘ＝Ｏのとき最大値ｆ(O)＝３，ｘ＝ａのと

き最小値ｆ(a)＝ａ２－２ａ＋3です６」

Ｔ｢１≦ａ＜２の時もグラフを書いて考える。」

S2｢ｘ＝Ｏのとき最大値ｆ(Ｏ)＝３，ｘ＝１のと

き最小値ｆ(1)＝２です６」

Ｔ｢次は、どのように考える力も」

S3｢２≦ａのときもグラフを書いて考えます6」

Ｔ｢ａ＝２のとき最大値となるｘの値が２つあ

るので、ａ＝２とａ＞２で分けて考える。」

S4｢ａ=2の時グラフよりＸ=０２のとき最ﾌﾟ｡直ｆ

Ｏ＝ｆ②=3,ｘ=1のとき最f1値ｆ(1)=2ですＪ

Ｔ｢ａ＞２のときはどうなるか。」

S5｢グラフよりＸ=aで最ﾌﾞ｡直ｆ(a)=a2-2a＋3、

Ｘ＝１のとき最/j値ｆ(1)＝２です６」

０Ｘ ｅ

f￣(x）／｜＋Ｏ－
ｆ(x）／|増加ｅ'/ｂ減少
ｘ→｡○でｘ'/x→１，ｙ＝１がiiijli近線

S15｢ｘ＞ｅでｆ(ｘ)は単調減少よりｅ＜元のと

き元'/派くe1/６．．.元e<e瀝｣

Ｔ｢平均値のｊ扁霊里も利用できない力も」

S16｢関数ｆ(x)＝]ogxに利用できそうです６」

Sl7｢[１，log兀]で平均値の定理を適用します６

{fOog元)－ｆ(1)}／dog元－１)＝ｆ￣（c）

（１＜ｃ＜log元）を満たす実数ｃが存在しますb

UogOog元)－１ogl}／dog元－１)＝１／ｃと１

＞１／ｃより１＞logqog元)-1091}／化ｇ７ｒ

－１Ｌｌｏｇ元－１＞logqog元),］０９九／ｅ＞Iog

qOg元),元／ｅ＞]09元，元＞log元e・・・元e＜e派」

Ｔ｢解決方法を振り返って比較してみよう。」

S１８｢関数ｆ(ｘ)＝logｘ／ｘの増減を利用する

方が調べ:やすいですJ

S19｢関数ｆ(ｘ)＝logｘ／ｘやｆ（ｘ)＝ｘ１へ

２

Ｘ (〕 ｅ

ｆ￣(ｘ） ／ (〕

f(x） ￣ 増７０Ⅱ 巳．.上 減少

Ｘ ０ ｅ

ｆ￣(ｘ） ￣ 〔）

f(ｘ） ￣ 増加 ｅ１／℃ 減少



す６」（課題２を解決）

Ｔ｢場合分けする時の大事なことは何ｶ＄」

S12｢最大最小を与えるｘの値が､定義域の左端

と右端、頂点のｘ座標で判断しま魂また、頂

点のx座標が定義域の中央にある場合も要注意

です6」（ａの値で最大最小が変化することが分

かり、問題が解決した｡）

（４）比較を取り入jrl’た学習指導の事例４

ここでは、（２）と同様に｢比較｣を意図的に取

り入れた授業例を提示する。単元は｢数学’２

次関数の最大最小の問題で、指導目標は｢定義

域が動く場合の２次関数の最大最小について数

学的活動を通して学級全体で学ぶ。」である。

問題関数ｆ(x)＝ｘ２－２ｘ＋３（Ｏ≦ｘ
≦ａ）における最大値は３，最AI値は２であ
る。正しいか。

□

2．事例による考察
■

（問題を提示する｡）

S1｢正しいと思います６」

Ｔ｢本当に正しいか。」

S2｢最川値２は正しいが、最大値は変化するよ

うです６」

S3｢最Jv値も変化するようです６」

（異なる予想の１．１ｺ較）

S4[Ｘ＝Ｏのときｆ(O)＝３より最大値３，ｆ(x）

＝(ｘ－Ｄ２＋２より最え1値２だと思う。」

Ｔ｢最大値３は本当に正しい力も」

S5｢ａの値によって定義域が変化するので最大

値も変化するようです６」（課題１をつかｔＤ

Ｔ｢最大値はどのように変化するのです力も」

S6｢Ｏ＜ａ＜２のときとａ＞２のときで変化す

るようですｂ」

Ｔ｢なぜだろうか。」

S7｢グラフよりＯ＜ａ＜２のとき最大値はｆ(C）

＝3だが、ａ＞２のときｆＯ＜ｆ(a)だからですｂ

このとき最大値はｆ(a)＝ａ２－２ａ＋３ですｂ」

Ｔ｢a＝２のときはどうなる力も」

S8｢グラフより最大値は２箇所あり、ｘ＝０，２

のときです6最大値はｆ(O)＝ｆ(2)＝３ですb」

（課題１を解決）

Ｔ｢最′1値２は本当に正しいか。」

Ｓ９｢鏡1値もａの値で変化するようですｂ」

（課題２をつかむ）

Ｔ｢どのように場合分けするの力も」

Ｓ10｢Ｏ＜ａ＜１と１≦ａで場合分けしますｂ」

Ｔ｢なぜです力も」

Ｓ11｢グラフよりＯ＜ａ＜１のとき頂点のｘ座

標が定義域の右外側にあるからですｂこのとき

ｘ＝ａのとき最小値ｆ(a)＝ａ２－２ａ＋3です６

１≦ａのとき最小値はｘ＝１でｆ（１）＝２で

事例(1)と(2)を比べると、事例(2)の方が生

徒の主体的な学習が一層強く生じていて、数学

的活動も活発であった｡事例(3)と(4)を比べて

も事例(4)の方が、新学習指導要領の課題であ

る「体系的理解」「表現能力」「数学のよさの認

識」「数学的論拠に基づいて判断する態度」晴リ

造性」などが培われる学習活動が生じていた。

授業に｢予想の比較｣や｢課題解決の比J鮫｣など

が生ずるように授業構成を意図的に仕組むこと

によって、一層活発な数学的活動を生じさせる

ことができる。学級全体で多様な考えを比較検

討することによって受験学力等の向上にもつな

がる。「比較｣が生じやすいように、提示する問

題自体も工夫していく実践的な研究を積み重亘ね

ていくことも重要であると考えている。
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第２部実践論文

素斤学習;#旨藝掌菖喜iﾖ貢と喬果是亘学習に藷lナろ才旨さ薑E1生の寸是案

北海道滝川高等学校工藤寛之

要．約

新学習指導要領は、一層主体的な学習の充実を求めている。そのためにも、授業に数学的活動を

取り入れることを重視している。ところが、従来の説明中心の授業では生徒の主体的な学習を生み

出すことは難しい。新設された課題学習は数学的活動を充実させるための起爆剤の一つであると考

えられる｡筆者の目指している授業は｢自ら学び考え､確かな理jjjｷﾞと納得が得られる授業｣である。

問題解決的な授業を実践していくことによって、教科書の内容も理解し、入試にも対応できる学力

を身に付けさせることができる。そして、意識的？戦略的に「し１ｺ較」を取り入れた問題解決的な授

業が､上記の事柄に有効であることに着目してきた。「比較｣は数学的活動の－種であると捉えるこ

とができる。「比較｣を取り入れた学習指導は､主体的な学習意欲と、確かな理解や;Ｍ１得を得る上で

有効であり、また、新学習指導要領の課題である「体系的理ji駒「表現能力」「数学のよさの認識」

「数学的論拠に基づいて判断する態度」陰り造幽を培う上でも有効である。「比較」の有効性を生

徒から引き出す問題づくりの工夫や、「比較｣を取り入れた課題学習の指導について提案していく。

キーワード：数学的活動課題学習比較問題解決表現力創造性知的好奇心知的葛藤

数学の概念や原理。法則や表現。処理とその用い

方のよさである。さらに実用性などの数学の榑致

及び数学的活動や思索することの楽しさなどであ

る。「数学的論拠に基づいて判断する態度｣の部分

は新たに付け加えられた。これは、ある事象の数

学的側面に着目し、考察。処ﾖ理した結果から自分

で合理的な判断を下す態度である。（長尾。塚

原200Ｊ

陰り造性の基礎」は、現行の目標から付け加え

られたものである。創造性の基礎とは、知的好奇

心や粘り強く考える力以外に、多面的な見方直

感力、洞察力、思考力、想像力、豊かな感性や自

信なども含まれる。このような力を育てるために

は、生徒に相応しい課題の設定や意見を生力すこ

と、特に生徒の誤りを集団全体のよりよい理解へ

と導くことが大切だと考えられる｡(吉田,200Jその

ためにも一斉授業に「数学的活動」を取り入れる

ことによって生徒同士が学び合い、深い理解と考

えることの楽しさを味わうことができると思う。

１．はじめに

（１）新学習指導要領と課題学習の指導

新学習指導要領に基づく高等学校の教育課程

は､､平成24年度の第１学年から数学理科が先行

実施されていく。新学習指導要領における高等学

校数学科の目標は以下の通りである｡(文部省,2009)

「数学的活動を通して、数学における基本的な

概念や原理。法則の体系的な理解を深め、事象

を数学的に考察し表現jする能力を高め、創造性

の基礎を培うとともに、数学のよさを認識し、

それらを積極的に活用して数学的論|処に基づい

て判断する態度を育てる｡」（下線が変更部分）

「体系的な理解」は、改めて体系的に組み立て

ていく数学の考え方を強調している。「考察し表

現する能力」は、今回の改訂ですべての教F澪を

通して、思考力。判断力。表現力等を育てること

が重視されたからである。ここで言う［数学のよ

さ」とは、数学的な見方や考え方のよさに加え、

４



更に課題を発展させを考えたり、てよりよい解決「数学的活動」については、観察,操作;実験な

どの外的活動と、直観,類推,|諦内,演鐸などの内的

活動が考えられる。このような活動を通して論理

的思考力、想像力及び直観力などの創造性の基礎

を培うものと考えられる｡職爪200,更に学習活

動に｢課題学習｣を取り入れることによっても[創

造性の基礎を培う」ことが実現できると思う。

ところで、目標の冒頭に｢数学的活動を通して

…｣を位置づけ､その充実が一層強調されている。

この要因を､吉田(2009)は次のように述べている。

たりする、という一連の過程に沿って、必要な場

面で適切な指導を工夫するとともに、適宜自分の

考えを発表したり議論したりするなどの活動を取

り入れるよう配慮する｡」（下線は筆者）

今回の改訂では各教科において言語に関する能

力の育成を重視している。数学科の目標でも言語

活動の充実が求められている。言語活動も含め一

層主体的な学習を促すために、数学的活動を取り

入れた学習指導を実践していくことが新学習指導

要領の課題でもある。筆者は数学的活動を取り入

れた学習指導を具現化するために、「課題学習｣に

も問題解決的な学習が必要であると思う。問題解

決の授業の基本的な授業構成は､次の通りである。

「Ｉ問題を理解する。Ⅱ予想する。、

課題をつかむもⅣ課題を解決する。Ｖ

問題を解決する｡」相馬(1997）ポリア(1954）

数学的活動を具体的に実現していくために、高

校数学の「課題学習」においても問題解決の授業

は有効であるように思われる。筆者は、問題解決

の授業を実践しながら、「比較｣を取り入れた学習

指導の有効性に着目してきた。「比J較｣は数学的活

動の一種であると捉えることができる。「比較｣を

取り入れた学習指導は、「自ら学び考え､確かな理

解と；Wi得が得られる授業」などを達成することが

できる。また､:新学習指導要領の一般方針でもあ

る「自ら学び自ら考える力」などの「生きる力」

の育成にも有効ではないだろうか｡伽馬｡熊倉。

山口，2008）

ることは重要である。｢主体的に問題を解決す

必要な「数学的活動」は指導者が仕組む必要が

ある｡‐さらに、生徒自身の内なる思考活動も大

切ではあるが、その思考活動が他者や教室でど

のように共有されているかが重要で、そのこと

ことにも留の思考活動が一層深まるにより生徒

意したい。 具体的な単元において他者との交流

を通して学び合えるような「数学的活動」を展

開するにはどのような「しかけ」が必要かを考

えることが大切である｡」（下線は筆者）

一斉授業で多様な考えを尊重し合いながら「課

題学習」をすることによっても、お互いの思考活

動が一層深まると思われる。この｢課題学習｣は、

新学習指導要領に新しく位置づけられたものであ

る。高等学校では必修科目や多くの生徒の選択が

見込まれる科目である｢数学Ｉ」「数学Ａ｣に新設

された。「学習指導要領解説数学編第１部第４節

３(4)課題学習」には次のように記述されている。

「(1)，（２）及び(3)の内容又はそれらを相互に

関連付けた内容を生活と関連付けたり発展させ

たりするなどして、生徒の関心や意欲を高める

課題を設け、生徒の主体的な学習を促し､堂堂

のよさを認識できるようにする｡」（(1)は場合

の数と確率､（２)は整数の性質､（3)は図形の性

質を指す６下線は筆者｡）内容の取り扱いは、

「課題学習については、それぞ)れの内容との関

連を踏まえ、学習効果を高めるよう適切な礒期

や場面に実施するとともに、実施にあたっては

（２）研究の目的と方法

新学習指導要領の課題を解決するために、高校

数学の授業改善の必要性がある。その実現のため

にも、本研究の目的を次の２点とする。

①数学教育での｢｣t鮫｣の意味と、「比較｣を取り

入JILた課題学習の指導の在り方を提案する。

②「比較｣を取り入れた課題学習の指導の有効性

と、そのための問題作成について提案する。

筆者は、教育現i場において日々授業実践をして

おり、質的な資料（自由な観察，面接。会話、生

徒のノートや授業記録ノートの記述など）を収集

しやすい立場にいる。これらの資料を基にして、

数学的活動を一層菫｡現するものとする｡｣である。

実施に当たっては更に次のように解説されている。

「課題を理解する、結果を予想する、解決の方

ji翠決の過程を振り返っ向を構想する、解決する、

５

、



次に､授業例から課題学習の教材としての適性

や、「比較｣を取り入れた学習指導について考察し

ていく。授業構成は問題解決的な授業を基盤にし

た。指塔津元は数学Ａの確率で、多人数の時のじ

ゃんけんの確率について指導実践した。

質的な分析と考察(大谷,1997)を加えることによ

り、文献研究(日野,1997)や授業実践(中西,1999）

などから「比較」を取り入れた課題学習の指導に

ついて提案していきたい｡また、「比較｣を取り入

れることの有効性や、生徒から「比較」の有効性

を引き出すための問題づくりの工夫についても、

文献研究や授業実践などから明らかにしていく。

問題１大勢でじゃんけんをする時､勝敗は簡

単に決まる力も

(教師Ｔが、問題１を提示した｡）

Ｓ１｢勝負がなか族か決まらず時間がもったいない

ようです６」（生徒の王趨1）

（ｎ人でじゃんけんをする時､勝敗が決まる確率

を求めることが生徒の課題になった｡）(課題１）

Ｓ２「n人が３通りの手を出せるので全事象は３，

通り。２種類の手を出せば勝敗が決まるので、

３Ｃ２=3通り、ｎ人が２つの手を出すのは２，

通り､全員が同じ手を除くと２，－２通りです。

よって､勝敗が決まる場合の数は3(2,-2)で、

ｎ人で勝敗が決まる確率は、３(2,-2)／3,＝

（2,-2)／3,-1ですｂ」（課題１が解決）

Ｓ３「ｎ人だと、分かりません｡」（生徒の課題２）

Ｔ「ｎ＝１０のとき、調べてみよう｡」

Ｓ４「(２１０－２)/３９＝0.052です6」（課題２解決）

Ｓ５「勝敗まで時間がかかります6」（問題１解決）

Ｔ「多人数でじゃんけﾊﾉするとき、効率的な方法

はないだろう力も」（問題２提示）

Ｓ６｢ルールを工夫する必要があります6」（課題3）

Ｓ７「グ、チ、パから２つ選ぶ。例えば、グとチの

どちらかしか出せないとする。多い手を出し

た人たちを勝ち組とする｡」

Ｔ「このルールでｎ人のときの確率はどうなる｡」

Ｓ８「まず、アイコの場合を考える。全員が同じ手

の確率は１／２，である。ｎが偶数のときは、

グとチが半々でアイコになるので（nCn/２．

，/2Ｃ､/2）／２，＝nCn/2／２，である。次
に余事象の確率を考えて、ｎが奇数のときは

１－２／２，＝１－１／２，~ｴである。ｎが偶

数のときは１－（１／2,-1＋nCn/2／２，）

である｡」（課題３が解決）

Ｓ９「ｎ人だと、分かりませんb」（課題４）

Ｔｍ＝１０のとき、調べてみよう｡」

S10｢ｎ=１０，１－(１/２９＋loC5/２ﾕﾘ=１－(１/512

＋63/256）＝1-0.2655=07345」

2．「比較」を取り入ｵIﾉた課題学習の指導

（１）数学教育における「比較」の意味

イ比較」の意味について、先ず始めに、国語辞

典;や和英辞典から調べていくことにする。『角川

必携国語辞典』によると、「比較」は､次のように

説明されている。

「｢比較｣は､比べあわせること｡広く使う。「対

比」は、二つのものを比べてそのちがいを見る

こと。「色彩の対比を見る｣。「対照｣は､二つの

ものを比べて、ひと目で共通点と相違点が見え

ることにすること。「対照表｣。「照合｣は､原文

や現jilblなどと一宇一字いちいち比べて、同じか

どうか、間違いがないかどう力確かめること｡」

以上より、「対比｡対照。照合」は、「比較」の

狭義として使われている｡次に、『研究社矛ﾛ英大辞

典」には以下のような記述がある。

「｣ﾆﾋ鮫………(a）companson；aparanel

比較する……compare（theｔｗｏ，Ａｗｉｔｈ

Ｂ）drawhnake】aparanencompa]isonl

（between)」

(Paranel」のparaの語源はbesideであり、

anelの語源はoneanotllerである。「drawa

parallel」には「平行線を描く」つまり「おたが
いの側にあるようにする｣あるいは、「並列に配置

する」というような意味が込められている。

数学教育において、「並列に配置する」にはど

のような意味があるのだろう力も板書などで異な

る予想や解法などを並列に配置することが考えら

れる。あるいは、「比較｣する上で有益な小間を２

題以上並列に配置することも考えられる｡つまり、

「並列に配置する」とは、「比較｣する上て有益な

生徒の考えなどを二つ以上みつけ、生徒の眼前に

jiEZ書などで提示する活動である。

６



ていく主体的な学習を促すことができた。このこ

とは新学習指導要領解説に記述されている学習指

導方針とも合致する。更に生徒自信が課題を発展

させ､解決の過程を振り返ってよりよい解決方法

を比較検討する活動も行われた。新学習指導要領

解説によると、課題学習については数学的活動を

一層重視Ｉするものとしている。この点でも適切な
教材であったと考えている。また、生徒たちは課

題１から７までの解決の過程で、他の生徒の考え

方との相違点や既習事項との共通点などを｢比較」

しながら、確かな理解と納得を獲得していった。

ところで、数学教育において「し１ｺ較」の意味を

どのように捉えていくことが、学習指導上意義が

あるのだろう力も「対比｡対照｡照合]は、「し霞」

とは違う微妙な独自性も持ち合わせながら、「比

較」の部分集合として捉えることができる。この

意味で｢対比｡対照。照合｣は、「比較」の狭義と

して捉えることができる。しかし、大切なことは

比べるという活動を通して、生徒の主体的な学習

意欲や確かな理解を生み出すことである。そのた

めに、必ずしも「比較」の意味自体を、厳密に分

類することが重要でない場合もある。教師の側で

学習指導上、分析や考察などで必要な場合のみ、

「比鞠の意味を「対比｡対照。照合｣のように

分類して使用していく。そうでない場合は、「比

較」を広い意味で使っていくことにする。そこで

筆者は、数学教育における「比較」の意味を、次

のように定義していく。

（課題４解決）

S11｢勝負が早く決まります６」（問題２解決）

Ｔ他に早く決まる方法はあるか｡」（問題3提示）

S12｢３種類の手がそろっても､最も少ない手を出

した人たちを勝ちとする。」

S13｢ｎ人のときの確率は？」（課題５）

S14｢ｎ人が３の倍数でない時は､同じ手を出した

時のみアイコだから１－３/３，＝1-1/３，－１

です６，=１０の時の確率は１－１/３９＝１－

１/19683＝１－０．００００５＝0.99995」

S15｢ｎ人が３の倍数の時は、ｎ＝3ｍとしてアイ

コの場合を考えるとグ。チ。パが各ｍ人で同

数の時か、全員同じ手を出す時だからアイコ

の確率は､３ｍＣｍｏ２ｍＣｍｏｍＣｍ／３３m＋３／

３３m＝(3m)!／33m6,1)3＋3／３３，，３／33ｍ

は減少関数H36n+1)}!／33位+1)(tn+1)931-

｛(3m)!／33m6,1)ｷﾞｰ{(3ｍ+2X3m+1)}÷

《3ｍ+3)(3ｍ+３)＜１より(3m)!／33mhn1)3も

減少関数、=3つまり、＝9のとき勝敗がつ

く確率は1-91／39(303-3/39＝1-561/6561

＝1-0.0855＝09145なり、ｎ≧９のときの

確率は0.9145以上となる。」（課題5解決）

Ｓ16｢勝負がすぐ決まります６」（問題３解決）

Ｔ｢他に早く決まる方法はあるか｡」（問題４提示）

Ｓ17｢勝負に不参加の－人とじゃんけんをする。」

Ｓ18｢ｎ人のときの確率はどうなる｡」（課題６）

Ｓ19｢アイコの場合を考えると､例えば勝負に不参

加の－人がグのとき勝負に参加している人が

グかチを出すH芋である。よってｌ－３Ｃｒ２ｎ

／3,+1＝l-2IV3nとなる。」（課題6解決）

Ｓ２０「n人だと、分かりません｡」（課題７）

Ｔ「、＝１０のとき、調べてみよう｡」

.S21｢1-210/310=1-1024／59049=1-0.01734

-0.98266」（課題７解決）

S22｢これも早く勝負つきます6ｺ(問題4解決）

授業例より､Ｓ１たちの予想は他の生徒たちの主

体的な学習意欲も引き出した。そして、ｎ人でじ

ゃんけんをするH家勝負が決まる確率を求めるこ

とが生徒自信の課題となった。また、課題解決に

向け生徒自信の考えを発表したり議論したりする

などの活動が展開されていった。このように結果

を予想し、生徒自信が課題をつかみ課題を解決し

比較とは、２つ以上の考え方などの共通点や相
違点を比べることである。そこには､比較の狭
義としての対比。対照。照合なども含まれる。

（２）「比較」を取り入れた学習指導の在り方

筆者は、「説明中心の授業」を長らく続けてき

た経緯がある。一見効率のよい授業構成のようで

あり、教師主導で授業を進めることができ、教科

書の進度を早めることができる｡しかし、「説明中

心の授業」には、生徒の主体的な学習意欲を喚起

し、確かな理解と納得を生み出すうえで困難|生を

はらんでいる｡(ジェームズ2002Xブノレーアー,19917）

「問題解決｣の授業では、いろいろな場面で「比

較」を設定することができる。教師が「比較」を

７



「問題解決」の授業に意図的に取り入れていくこ

とは、授業に活気と躍動感をもたらすためにも重

要である｡そのような授業を構成する上で、「説明

中心の授業｣では無理な面がある。なぜならばく

「説明中心の授業」に、生徒の主体的な「比較」

という活動をもたらすことが難しいからである。

「問題解決の授業」とは問題を提示することか

ら授業を始め、その問題の解決過程で新たな知識

や技能、数学的な見方や考え方などを身に付けさ

せていく学習指導である。（相馬,1997）「比較」を

取り入れた学習指導の在り方を明らかにするため

に､筆者の｢問題解決｣の授業例を以下に提示する。

単元名は、「数学Ａ３章論理と集合章末

整数問題｣である｡指導目標は、「数学的活動を通

して証明の必要感と背理法の活用方法を学ぶ｡｣で

ある。この教材は、新学習指導要領における課題

学習の教材としても活用できると考えている。

＃Ｏ１Ｔ「問題を書きます6」（問題提示の鏑

＃１２s7｢ａとｂがともに奇数と仮定すると、ｃ

は偶数である。したがって、ｋ，ｍ，ｎを自然数

としてａ＝2k－１，ｂ＝2ｍ－１，ｃ=２，とおけて、

ａ２+ｂ２＝ｃ２は(2k－，２＋(2ｍ－，２＝(2,)2より

20ｴ2＋ｍ２－ｋ－２)2＋1＝2,2となり､左辺は奇数、

右辺は偶数だから、これは不合理。よってａ,ｂの

うち少なくとも一方は２の倍数である｡しがって、

Ａは正しい。｣

＃１３s8｢ａ，ｂのどれも３の倍数でないと仮定

する。ｍを自然数として、ａ＝3ｍ－１のときａ２

＝(3ｍ－１)2=3(3m2-2m)+１，ａ＝3ｍ－２のとき

ａ２＝(3ｍ－２)2＝3(3ｍ2-4m十1)＋1、ｂも同様で

あり、ａ2,ｂ２を３で割った余りは必ず１となる。

したがってａ２＋ｂ２＝{(３の倍数)＋、＋《３の倍

勤十1)=(3の倍数)+2よりａ２＋ｂ２を３で害[１つた

余りは２となる｡ところがF3nのときc2=3(3,2)、

ｃ＝３，－１のときｃ２=(3,-1)2＝3(3n2-2n)＋1〈

ｃ＝３，－２のときｃ２=(3,-2)2＝3(3n2-4n＋、

＋１となりｃ２を３で割った余りは０または１と

なる。これはａ２＋b2＝ｃ２であることに矛盾する

のでａ，ｂのうち少なくとも一方は３の倍数であ

る。したがって、Ｂは正しい。」（課題１が解決）

＃１４ｓ9｢ａ,ｂ,ｃのどれも５の倍数でないと仮

定する。ａ=5ｍ－１のときａ２＝(5ｍ－，２＝5(5ｍ２

－２m)＋１，ａ＝5ｍ－２のときａ２＝(5ｍ－２)2＝

5(5ｍ2-4m)+4,ａ＝5ｍ－３のときａ２=(5ｍ－３２

＝5(5ｍ2-6ｍ＋、+4,a=5ｍ－４のときａ２＝(5ｍ

－４２＝5(5ｍ2-8m十副+１，ｂもｃも同様であり、

a2もｂ２もｃ２も５で割った余りは１または４とな

る。したがって、ａ２+b2＝{(5の倍数)＋1)＋{(5の

倍:!ib＋４)＝(5の倍数)､またはa2＋b2＝{(５の倍

鋤十1}＋《5の倍数)+1)＝(5の嘩幻+２，またはａ２

＋b2＝《５の倍数)＋４)＋Ｘ５の倍斐b＋４)＝(５の

倍斐｡+8＝(5の倍勤十３より､ａ２+b2を５で割った

余りはＯまたは２または３となる。ところが、こ

れはａ２+b2＝c2であることに矛盾である。以上よ

りａ，ｂ，ｃのうち少なくとも一つは５の倍数で

ある。したがってＣは正しい。」（課髭ｉ２が解決）

＃１５s１０「Ａ，Ｂ，Ｃは正しく、うそつきがい

ないことが分かりました｡」（問題が解決）

以上の授業記録から、「問題解決」の授業のど

の場面で「比較」が生じ､､学習指導にどのように

問題自然数a,b,cがａ２+ｂ２＝ｃ２を満たすとき

Ａは「ａ,ｂのうち少なくとも一方は２の倍数」

Ｂは「ａ,ｂのうち少なくとも一方は３の倍数」

Ｃは「ａ,ｂ,ｃのうち少なくとも一つは５の倍数」

と言った。この中にうそつきはいる力も

（a=3,ｂ型,ｃ=5やa=6,ｂ=８，ｃ=１０などを代入

して比べている生徒もいた｡）

＃Ｏ２Ｔ｢うそつきはいます力、」

＃Ｏ３Ｓ１｢Ａ､Ｂは正しいようです6」（予想の鰯

＃Ｏ４Ｓ２｢Ｃはうそつきのようです6」(予想の劇

（成立しない例もあるだろうと予想した生徒は、

２～３例の数値を代入して正しいと予想した生徒

に疑念を抱いていた。正しいという予想と比べて、

正しくないようだと予想を立てていた｡）

＃Ｏ５Ｓ３｢a=5Jb=12,c=１３も満たすので正しい｡」

＃Ｏ６Ｔ｢本当にうそつきはいませんから」

＃Ｏ７Ｓ４｢ＡＢは証明の必要がありますK課題1）

＃Ｏ８Ｓ５｢Ｃも証明の必要がありますｂ」(課題2）

＃Ｏ９Ｔ｢どのように証明しますか｡」

＃１０ｓ5｢a,ｂ共に偶数ａが偶数ｂが奇数､ａ

が奇数，ｂが偶数の場合に分けて証明します6」

＃１１ｓ６｢背理法で証明する方がよさそうです6」

（両者の証明方法麺｡くると、背理法の方が優れ

ているので､Ａ,Ｂ，Ｃについて背理法で調べた｡）
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どを「比較」しながら考え方の道筋を振り返って

みた。このような「比較」により、確かな理解と

納得を生み出した。

課題解決において､合同式を活用する方法があ

る。新学習指導要領の教科書には、発展藝頁とし

て合同式が記載されている。以下のように合同式

を活用すると証明が簡俶便に記述できるので、生徒

の実態に応じて両者の課題解決を｢比較｣すると、

確かな理解と納得が得られることができる。

＃１６s11｢a,ｂは共に２の倍数でないとする。合

同式は、すべてｍｏｄ４であるとする。ａ＝ljb＝１

のときａ２+b2＝12+12=2､c＝Ｏのときｃ２＝０２=O、

c＝１のときｃ２＝12=1であるからａ,ｂは共に２の

倍数でないとａ２化2=C2は成立しない。よってａ２
化2=C2ならば少なくとも一方は２の倍数である」

＃１７ｓ12｢ａ，ｂは共に３の倍数でないとする。

合同式は､すべてｍｏｄ３であるとする。ａ＝１の

ときａ２＝12＝１、ａ＝２のときａ２＝22＝１また

ｂ＝１のときｂ２＝12＝１，ｂ＝２のときｂ２＝２２

＝１だからａ２｣-ｂ２＝12＋12＝２である。ｃ＝Ｏ

のときｃ２＝０２＝Ｏ、ｃ＝１のときｃ２＝12＝１で

あるからａ,ｂは共に３の倍数でないとａ２＋ｂ２＝

ｃ２は成立しない｡よってａ２＋ｂ２＝ｃ２ならば少

なくとも一方は３の倍数である」（課題１が解決）

＃１８s13｢a,b,cは共に５の倍数でないとする。

合同式は､すべてmod5であるとする｡ａ＝１のと

きａ２＝12＝１，ａ＝２のときａ２＝22＝４，ａ＝３の

ときａ２＝32＝４，ａ＝４のときａ２＝42＝１またｂ

＝１のときｂ２＝12＝１，ｂ＝２のときｂ２＝22＝４，

ｂ＝３のときｂ２＝32＝４，ｂ＝４のときｂ２＝42＝１

．である。以上からａ２＋b2＝12＋12＝２，ａ２＋ｂ２

＝12＋42＝２，ａ２＋ｂ２＝42＋42＝２である。

一方、ｃ２＝１，ｃ２＝４であるから、ａ,b,cは共に５

の倍数でないときはａ２＋ｂ２＝ｃ２は成立しない。

よって、ａ２＋ｂ２＝ｃ２ならばa,b,cのうち少なく

とも一つは５の倍数である。」（課題２が解決）

以上より、「問題解決の授業｣の５つの場面(問

題提示の場、予想の場、課題をつかむ場課題を

解決する場､問題を解決する場)において、「比較」

を取り入れた学習指導を行うことができる。各場

面における既知や未知（既習藝頁や未習事項、自

己の考えや1hF青の考えなど）との「比較」によっ

｢し蟻」を取り入れるとよいのか考察していく。

＃01は､問題提示の場である｡以前の問題と本

時の問題を比べながら、共通点Jやり相違点などを考

えている生徒もいた。もし､問題どうしの｢比較」

が生じていない場合、巍而が「この問題と前時の

問題で似ているところはないだろうか｡｣と発問す

ると、学習指導上，蔵効な場合がある。

＃03,＃04,＃05は､予想する場である。異なる
予想の「比較」は、学習への動機づけを高める。

どれが正しいのか知りたいという知的好奇心を刺

激する。これが、主体的な学習意欲となり、考え

方の追求が始まる。予想できず分からない生徒に

とっても他の生徒の予想などを聞いて、どれが正

しいかという学習意欲が芽生えてくる。「予想｣に

ついて相馬(1995)は次のように述べている。

「自分で予想することによって，その予想が正

しいかどうかを明らかにしたいという気持ちに

￣なる．それが学習意欲につながるのである．ま

た，異なる予想が出た場合は，学習意欲が一層

高まる」

異なる予想が出てこない場合でも、教師が「本

当に､これが正しいのだろう力、｣などと発問する。

そのような発問で、生徒が自己の予想と他の可能

な予想を「比較」するように促すことができる。

＃０７と＃０８は、課題をつかむ場である。予想

から、その理由を追求することによって、生徒の

中から課題が浮力Nぴ上がってきた。異なる課題を

「比較」することによって、共通点や|司目違点が明

確になってきた。課題が異なっているように見え

ても、両者の「上鐵」によって、二者を関連付け

ながら解決方法を導くことができた。また、異な

る課題の「比較」によって、考え方の追求を一層

促すこともできた。なお、課題が一つだけの場合

でも、そこから多様な解決方法を考えるように指

導する。そして、多様な考えを「比較」していく

ことが重要である。そのためにも、机間指導など

で、つまずきも含めて多様な生徒の考えを把握す

ることが大事である。

＃10,＃11から＃１４は、課題の解決とそれを

受けて問題が解決される場である。課題１と課題

２の解決方法の「比較」によって、両者を関連付

けることができた。課題１と課題２の解決方法な
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り、余りが１で、１３でl轄吻切れない。」

SO8｢②の余りが１だから③は13で割り切れる｡」

Ｔ「④⑤は１３で割り切れるか。」

SO9｢①②③と同様に考えると分かりそうだ６」

S10｢312=(36)2=7292＝(13×59+12)2=132×592

＋２×１３×59×１２+122,122＝144＝１３×１１Fﾄ１

より余りが１だから、３１２－１は13では割り

切れる。」

S11｢712=(７６)2＝1176492＝（13×9049＋12)２

＝１３２×90492＋2×１３×９０４９×１２＋122,122

＝144＝13×11+１より余りが１だから、７１２

－１は13では割り切れる。」

この後､412-1,512-1なども１３で割り切れ

るかが生徒自身の課題となった。以上より、異な

る予想の「比較」が生ずると、生徒は自ら学び考

えようとする学習意欲を高める。また、どれが正

しいのかを裏付けるために考え方の追求も始まる。

次に､場合の数の問題について生徒の多様な考

えを｢比較｣しながら、生徒が確かな理解と納得を

獲得した授業|列について質的な考察をしていく。

て、新たな既知（確かな理解り､を獲得することが

できる学習指導であった。（市Ⅱ'’1998）

ここで考察してきたように、「比較｣を取り入れ

た学習指導とは、一斉授業における生徒の多様な

考えなどの共通点や相違点を比べながら、考え方

の道筋などを全員でしっかりつかませる指導であ

る。そして、２つ以上の考えなどを「比較」する

ことによって、主体的な学習意欲を喚起し、確か

な理解と納得をもたらす指導でもある。

最後に、課題学習として更に発展させていくた

めに、ａ２+ｂ２＝ｃ２を満たす自然数a,b,cはピタ

ゴラス数として一般的に、d6ou2-n2)2+d(2ｍ)２

=d6n2+n2)２，（｡,ｍ,ｎは自然数)が成り立つ。三

角関数を使って証明できるので数学Ｉの三角比の

発展学習とも絡めることができそうである。

3．「比較」の有?効性と問題

（１）「比較｣の有効性

学習指導に「比j較」を取り入れると、どのよう

な有効性があるのかを、授業実践と文献などから

究明していく。ここでは課題学習に相応しいフェ

ルマーの小定理の導入問題事例を提示していく。

問題男子４人､女子ａ，ｂ，ｃの３人がいる。

前列４人、後列３人が並んで写真撮影をする。

女子３人が同じ列にいて左からａ，ｂ，ｃの順
に並ぶ並び方は全部で何通りある力も

問題次の数は１３で割り切れるか。①26,

②212,③212-1,④312-1,⑤712-1
Ｔ「自分なりの考えを、式で表現してみよう。」

SO1｢４１×４１×１＝５８６通り。」

SO2｢31×41+31×４×４×3!=144+576＝720通り｡」

SO3｢４１×２×４＝１９２通り。」

SO4｢31×41＋2×31×31＝1坐＋72＝216通り。」

SO5｢４１×５１＝２８８０通り。」

SO6｢41×１＋4×4!＝２４＋９６＝１２０通り。］

（SO4の支|寺者は２人、ＳＯ６の支持者は８人、そ

の他の支持者は各１人｡その他は分からない｡ＳＯ６

の考えを聞いてみたいという雰囲気になった｡）

Ｔ「SO6に説明してもらいましょう。」

SO7｢まず､女子３人が後列に並ぶ場合を考えると

ａ，ｂ，ｃの１通りで、前列は男子４人の１１１頁列

を考えて４１通りとなるので、１×４１通りです６

次に女子３人が前列に並ぶ場合を考えます６

女子が左a,ｂ，ｃ順に並ぶ位置を４箇所から

３箇所選ぶ場合を考えて4Ｃ３＝４通りですｂ

この各々に対して前i列１箇所と後列３箇所に

次のように、異なる予想を「比較」していった。

SO1｢①と②は割り切れないよう危」

SO2｢③も割り切れないよう危」

SO3｢③は割り切れるようだJ

SO4｢全部割り切れないのではないか。」

SO5｢③④⑤が割り切れるかもしれない。」

異なる予想の｢比較｣は、「どちらが正しいのか

を調べたい知りたい」という知的好奇心を刺激し

た。他者の予想と「比較」して「本当はどれか知

りたい」という気持ちが高まった。知的好奇心が

刺激されたのである。知的好奇心は内発的動機づ

けの重要な構成要素の一つである。（稲垣,1980）

そして、次のような考え方の追求が始まった。

SO6｢①は､２６=(23)2=82=64=13×4+１２より、割

り切れない。」

SO7｢②は、212=(26)2=(13×4+12)2=132×42+２

×１３×４×12+122,122＝144＝13×１１+１よ
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半球は主として論理を、右半球は直感を司って

いるそうである。（中燗問題解決における左右

の方向に関する理解を，次の二つに分けて考察
することにする。

左:別の考え，または他のアイデアどの上璽Ｚ

を通して獲得f上る理蛭」

「比較」と理解に関って、相馬(1999)は、確か

な理解を定着させるために指導内容以外に、それ

を｢どのように指導するの力】ということの重要性

を指摘し｢比較｣の欄重要性を次のように述べている。

「文字や式を用いることのよさや意義を含めた

男子４人を並べるI|彫りを考えて４１通りなる

ので、４×41通りです６以上から、４１×1+4×

４１=24＋96＝120通りと考えました。」

Ｔ「SO7に反論や質問などありますか。」

（全員が納得して、問題が解決した｡）

以上のように、多様な考えは生徒間に知的な葛

藤を生み出す６葛藤は'[｣理的に不安定な面をもつ

ので理解と納得を渇望する心的動向を生み出す６

つまり、どれが正しい考えなのかを知りたいとい

う意欲を生み出すbこれが確かな理解と納得を生

み出す原動力でもある。また、他者の考えと自己

の考えを｢比較｣し、数学的に考察して自己の考え

を表現することは新学習指導要領の目標でもある。

次の授業例についても質的な考察を進めていく。

｢し囮較LＩする場面を意図確かな理解のためには、

的に指導に取り入れることが有効であろう．

(中略）これらの考え方も取り上げて比較する

ことを通して，それぞれの考え方のよさや問題問題立方体の６つの面を６色で塗る方法は
何通りある力もただし、隣り合う面は異なり、
回転させると同じになる塗り方は同じとする。

点が確認され,教科書に示されている証明の意
とができるである味や必要性を実感させるこ

Ｔ「自分なりの考えを式で表現してみよう。」

SO1｢(６－１）！／２＝６０通り。」

SO2｢(６－１）！＝１２０通り。」

SO3｢(６－１）！／６＝２０通り。」

SO4｢(４－１）！×５＝３０通り」

SO5｢５は何を意､催するのだろうか。」

Ｔ「SO4に説明してもらいましょう｡」

SO4｢回転しないように固定します6上面と下面を

除いた側面はく４色の円順列の考えを使って

（4-1)１通りです６上面の１色に対して下面

は５通りの色が考えられます。よって(４－

Ｄ１ｘ５＝30通りと考えることができますb」

Ｔ「SO4に反論や質問などありますか。」

（全員が納得して、問題が解決した｡）

以上のように、多様な考えは生徒間に知的な葛

藤を生み出す６葛藤は'心理的に不快な面をもつ。

これを解W肖するために、どれが正しい考えなのか

を知りたいという意欲を生み出すbこのような｢比

較」を含tf知的活動が、確かな理解と;W，得を生み

出していく数学的活動でもあるＪ一斉授業で多様

な考えを｢比較｣し､まとめる指導は重要である。

古藤(l99EDは、多様な考えの生かし方まとめ方

の指導を重?楓していて、理解の様相について次の

ように述べている。（下線と太字は筆者）

「大脳生理学の知見によれば，人間の大脳の左

う.」（下線と太字は筆者）

以上から、「比較」を取り入れることの存i;i性

をまとめると、次の３点を特に強調できる。｜
①
②
③

自ら学ぼうとする学習意欲を引き出す６
考え方の追求を促す６

確かな理解や納得を獲得させる。

（２）「比鞠の葎iii}性を引き出す問題

「問題解決」の授業で［比較」の有効'性を引き

出すためには、提示する問題の質が重要である。､

問題をどのように工夫すれば有効なのかを、筆者

の実践例から紹介していく。

単元名は、「数学Ａ３章論理と集合章末

整数問題である｡指導目標は、「数学的活動を通

して証明の必要性と証明の考え方のよさを学ぶ｡」

である。この教材は、新学習指導要領における課

題学習の巍才としても活用できると考えている。

Ｔ「問題を書きます６」（問題提示の場

問題Ａは「ｍ８－ｍは３の倍数である｡」
Ｂは「ｍ４－ｍは４の倍数である｡」

Ｃは「ｍ５－ｍは５の倍数である｡」と言った。

ｍは整数である。この中にうそつきはいるか。

Ｔ「この中にうそつきはいるか。」(予想の錫

SO1｢m=2の時２３－２=６よりＡは正しそうだ。」

SO2｢m=4の時４４－４=252より４の倍数だ。」
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SO3｢ｍ=5の時54-5=640よりＢは正しそうだ‘」

SO4｢m=2の時25-2=３０よりＣは正しそうだ」

(予想の比較により興味と関心が一層高まった。）

－２)⑪－１)m6n＋1)(ｍ＋2)＋5,6,＋1)6,-1)と

なり、連続する５つの整数の積は５の倍数だから

、５－ｍは５の倍数である」（５の倍数である証明）

(課題解決の比較により確かな理解と納得を獲得）

S11｢Ｂがうそつきだ」（問題が解決した｡）

課題解決において､合同式を活用する方法があ

る。新学習指導要領の教科書には、発展事項とし

て合同式が記載されている。以下のように合同式

を活用すると証明が簡便に記述できるので〈生徒

の実態に応じて両者の課題解決を｢比較｣すると、

確かな理ji県と納得が得られることができる。

S12｢合同式は､すべてmod3であるとする。ｍ＝

Ｏのとき、３－ｍ＝03-0＝０，ｍ＝１のとき、３－

ｍ＝13-1=０，ｍ＝２のとき、３－ｍ＝23-2=6＝

０，以上よりすべての整数､aについて、３－ｍは

3の倍数である｣(ｍ３－ｍは３の倍数である証明）

S13｢合同式は､すべてｍｏｄ４であるとする。ｍ＝

Ｏのとき、４－ｍ＝04-0＝０，ｍ＝１のとき、４

－ｍ＝14-1＝０，ｍ＝２のとき、４－ｍ＝２４－２

＝14＝２，ｍ＝３のとき、４－ｍ＝34-3＝78＝２，

以上より全ての整数、について、４－ｍは４の倍

数でない。」（ｍ４－ｍは４の倍数とは限らない）

S14｢合同式は､すべてmod5であるとする。、q＝

０のとき、５－ｍ＝05-0＝０，ｍ＝１のとき、５－

ｍ＝15-1＝0,ｍ＝２のとき、５－ｍ＝25-2＝３０

＝０，ｍ＝３のとき、５－ｍ＝35-3＝240＝０，ｍ

＝４のとき、５－ｍ＝45-4＝1020＝０，以上より、

すべての整数、について、５－ｍは５の倍数であ

る。」（ｍ５－ｍは５の倍数である証明）

この授業例で提示した問題は、一見正誤を問う

だけの単純な形の問題であり、簡単に作成できそ

うである。しかし、この問題作成に関して｢し{ｺﾞ較」

の有効性を引き出すための意図が織り交ぜられて

いる。そのための問題づくりの工夫に関しては、

次の５つの視点が参考になる。休目馬，1997）

Ｔ「3人の中に本当にうそつきはいないのか６」

SO5｢証明する必要がありますｂ」（課題をつかむ）

（証明することが生徒自信の課題となった。以下

は生徒と対話しながら課題を解決していった｡）

SO6｢ｋを整数とする。ｍ＝3k－１のとき、３－ｍ

＝(3k－1)３－(3k－，=3k(3k－1)(3k-2)より、３

－ｍは３の倍数である。ｍ＝３ｋのとき、ｍ３－

m=(3k)3-3に3k(3k+1)(3k－1)より、３－ｍは３

の倍数である。ｍ＝3k＋1のときｍ３＋ｍ＝(3k＋

1)３－(3k+1)=3k(3k+1)(3k+2)より、３－ｍは３

の倍数である｡」（ｍ３－ｍは３の倍数である証明）

SO7｢m3-nQ＝bQ-1)ｍ他＋1)となり連続する３

護数のいずｵLかは３の倍数だから、３－ｍは３の

倍数である。」（ｍ３－ｍは３の倍数である証明）

SO8｢ｍ＝4ｋのとき、４－ｍ＝(4lJ4-4k=4(64k３

－k)より、４－ｍは４の倍数である。ｍ=4k+1の

とき、４－ｍ＝(4k＋1)４－(4k＋1)=(4k＋1){@k＋

１)3-1)＝(4k＋１)(64k3＋48k2＋12吋＝４(４ｋ

＋、(16k3＋12k2+31Ｊより、４－ｍは4の倍数で

ある。ｍ=4k+２のとき、４－ｍ＝(4k＋2)４－ｕｋ

＋2)=16(2k＋1)４－(4k+⑳=16(2k＋1)４－uk＋４

－２)＝4(4(2k＋1)４－化十1)}＋２より、４－ｍは４

の倍数でない。ｍ＝４ｋ－１のとき、４－ｍ＝(4ｋ

－１)４－(４ｋ－１)＝(４ｋ－１){(４ｋ－1)３－１）

＝ｕｋ－１){4(l6k3-12k2＋3k)－２)＝4((4k－１）

(l6k3-12k2+31J－２k)+２より、４－ｍは４の倍

数でない｡」（ｍ４－ｍは４の倍数とは限らない｡）

SO9｢ｍ５－ｍ=ｍ他十1)6,-1)(ｍ２＋1),ｋは整数

とする｡ｍ＝5k－２のとき､ｍ２＋1＝(5k-2)5＋１

＝5(5k2-4k＋1)よりｍ２＋１は５の倍数、＝5ｋ

－１のとき、＋1＝5ｋだから、＋１は５の倍数。

ｍ＝５ｋのときｍは５の倍當ｌｉｌＬｍ＝5k＋１のとき

、－１=5ｋよりｍ－１は５の催護凡、=5k+2のと

きｍ２＋1＝5(k2＋4k十1)よりｍ２＋1は５の倍;!:jも

以上よりｍがどんな整数をとっても、ｍ,ｍ＋１，

ｍ－１，，２＋１のいずれかが５の倍数となるので

、５－ｍは５の倍数である。」（5の倍数である証明）

S10｢ｍ５－ｍ＝ｍ(ｍ＋１)ｔＱ－１)bQ2-4＋５)＝

m6n＋1)6,-1)6,2-4)＋mOn＋、6,-1)5＝6，

ア教科書を逆から教える発想での問題

イすべての生徒が何らかの解決ができる問題

ウ理由より答えを先に問う問題

＝異なる予想が生じるような問題

オいろいろな考え方ができるような問題

相馬(1997)は、視点アについて拳j鋼書の練習問

題を始めに与えることによって、生徒に目標と課
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要である。いろいろな別解が生み出され易い問題

づくりを心がけることも大切である。

最後に、生徒から「比較｣の有効性を引き出す

ことのできる問題づくりの留意点をまとめる。な

お、筆者の授業実践から効果的であった問題例も

１つずつ付ｶﾛする｡(①~⑤の視点は重複もする｡）

①正誤を問う形にする。

例平面上の５個の格子点を全て結ぶ。これら

の線分の中点の少なくとも１つは格子点で

ある。（格子点の座標は全て整数)正しい力も

②並列に配列する。

例２９９－１，２１００－１，２１０１－１がある。

この中に、７の倍数はあるか。

③二者択一型の単純な形にする。

例ｘ，ｙは任意の実数のとき

［ｘ＋ｙ]≦[x]＋[ｙｌ［x]＋[y]≦[ｘ＋ｙ］

どちらが正しいかｂ

④条件不足の形にする。

例２，－１がｍの倍数になる。これを満たす

自然数、と素数ｍがある力も

⑤式,数値順番などの表現を工夫する。

例ａ,b,ｃ,ｄ,e,ｆは整数である｡５ａ＋7b＝１，

２６ｃ＋７．＝１，２６ｅ＋111ｆ＝１を満たす

１組の(ａ,10,（ｃ，ｄ),（ｅ，ｆ)を求めよ。

題意識を持たせることができると述べている。筆

者もこの視点で、入試問題集にある次の問題を、

多少変えて授業の始めに問題として提示した。

ｍを整数とする。

ｍ５－ｍは５の倍数であることを示連

問題づくりの視点アで、この問題や｢ｍ４－１は

５の倍数であることを示せ６」や｢ｐは素数，ｍは

整数，このときｍｐ－ｍはｐの倍数であることを

示せ６（フェルマーの小定理第２形試）」を提示し

たらどうであろう力、生徒集団の実態にもよるだ

ろうが、問題づくりの視点イということが生かさ

れないであろう。それでは、謬藤】|書や問題集のよ

うな問題提示が最良であろうｍ１ｍ３－ｍは、=３，

ｍ=4,ｍ=5のとき３の倍数であることを確認し、

]、が全ての整数ときも成立することを示せ６」と

提示したら良いのだろ力、これも証明させるため

に強制的に段階を追って思考実験を行わせている。

これでは、生徒自身に証明の必要i生や学習決定感

などを感じさせられない。それでは、どのように

問題を作り直せば、生徒の関心と意欲を高める問

題となるであろう力もそのためには、生徒の知的

好奇心（スケンズ1973)を喚起する方法を考える

ことが大事である。その方法としては身近で意外

性を与える題材を選び、２から４つのもっともら

しい選択肢を配置することが考えられる｡つまり、

その選択肢の中に誤概念を含ませて知的な葛藤

(伏見,1993)を引き出すように配置するのである。

そこでこの授業例では、「うそつきはいるか、

いない力汕の２つの選択肢を与えるために、「小間

のようなＡ，Ｂ，Ｃを複数』凪置し、うそつきはい

るか｡」と、問題を作り直したのである。このこと

は、問題づくりの視点イとも合致する。しかも、

理由より「正しいか、間違いか」のどちらかを答

えることが先である。このことも、問題づくりの

視点ウとも合致する。

この問題では、異なる予想が出やすく、異なる

予想の「比較」を通して問題解決への学習意欲が

喚起されていき、考え方の追求が始まった。そし

て、理解とﾎﾟＩｉ得へと結びついていったのである。

また、生徒の実態にもよるが合同式を活用した別

解との「比較」も生徒から源き出ることを期待し

たい。別解との「比較」も理解の深化のために重

４．おわりに

「比較」を取り入れた学習指導は、新学習指導

要領の一般方針でもある自ら学び自ら考える「生

きる力」の育成にも有効である。また、高校数学

の新学習指導要領の課題は｢数学的活動を通して、

体系的な理解を深め、数学的に考察し表現する能

力を高め、数学のよさを認識し、数学的論拠に基

づいて判断する態度を育てる.」であった｡このこ

とや晴Ｉ造性の基礎を培う」ことも、「比較｣を｢課

題学習」や日常的な授業などの学習指導に取り入

れることにより可能となることが授業実践や文献

研究などから明らかになってきた。

数学的活動の楽しさに関って、手島(1987)は、

「数理的事象の問題解決において間し続ける楽し

さであり､納得する楽しさである｡」と述べている。

筆者は､授業で数学を学ぶ意義を、「多様な考えを
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大谷実(1997)，「第３編４章授業における数学的

実践の社会的構成一算数｡数学科の授業を事例に

－｣，『質的研究法による授業研究｣，北大路書房．

日野圭子(1997)，「－人の児童を通してみた数学的
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文発表会論文集』

手島勝朗(1995)，オープンアプローチの新しい展

開，明治図書．
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藤井斉亮(2000),｢理解と認知的コンフリクトにつ
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長崎栄三(20049,高校新数学科の在り方,明治図書．

日本数学教育学会編(2000)，和英/英和算数数学活

比較検討しながら、皆で納得していくこと」と捉

えたい｡知的な揺らぎ､つまり、多様な考えの｢比

較」によって生ずる知的な葛藤(手島,1994,1995）

を通して集団で納得していくことが、生きる楽し

さや学ぶ喜びとなり学力向上につながると考える。

Ｔ比較」は、「課題学習」や「問題解決」の授

業に取り入れ易い学習指導でもある。「課題学習」

や「問題解決」の授業では、提示する問題の質が

重要である。生徒から「比j較」の有効性を引き出

す問題の作成については､動機づけ(デｼ;1980)や

知的な葛藤(藤井,2000)も考慮すべきである。新学

習指導要領における課題学習も数学的活動を一層

活性化させる教材の一つとなりうる。今後、「比

較」を取り入れた学習指導の実践を積み重ね、日

常的な実践に役立つ研究を継続していきたい。
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第３部実践論文

｢比El簗」を耳文り入jｵＬﾌﾞ乙学習才旨璽亭

北海道滝川高等学筏工藤寛之

要約

筆者は､授業観に｢教師の説明→問題演習」という固定観念をもっていて、「教師主導､説明中心
の授業」から脱皮できないでいた。説明中心の授業では、生徒の主体的な学習を生み出すことは難
しい。筆者の目指している授業とは、「自ら学び考え、確かな理解と納得が得られる授業」である。
そのためにも「問題解決」の授業を実践していくことによって、教科書の内容も理解し入試にも対

応できる学力を身に付けさせることができる｡そして、「問題解決｣の授業を実践しながら、「比較」

を取り入１１，た学習ｷ雲の有効性に着目してきた。「比較｣は数学的活動の一種であると捉えることが
できる。意識的。鞠洛的に「比較」を取り入れた学習指導は、主体的な学習意欲と確かな理解や納
得を得る上で有効である。また、新学習指導要領の課題である「体系的理i駒「表現能力」「数学の
よさの認識」「数学的論拠に基づいて判断する態度」億Ｉ造幽を培う上でも有効である。「上鹸｣の

有効性を生徒から引き出す問題づくりの工夫についても、授業実践などより明らかになってきた。

キーワード：比較数学的活動表現力創造性問題解決知的好奇心動機づけ知的葛藤

方のよさである。さらに実用'性などの数学の梼致

及び数学的活動や思索することの楽しさなどであ

る。「数学的論拠に基づいて判断する態度｣の部分

は新たに付け加えられた｡これは、ある事象の数

学的側面に着目し、考察。処理した結果から自分

で合理的な判断を下す態度である。（長尾。塚

原2009》

晴Ｉ造性の基礎」は、現行の目標から付け加え

られたものである。創造性の基礎とは、知的好奇

心や粘り強く考える力以外にく多面的な見方、直

感力、洞察力、思考力、想像力、豊かな感i生や自

信なども含まれる。このような力を育てるために

は、生徒に相応しい課題の設定や意見を生かすこ

と、特に生徒の誤りを集団全体のよりよい理解へ

と導くことが大切だと考えられる｡(吉田,2009)その

ためにも一斉授業に「比較」を取り入れることに

よって生徒同士が学び合い、深い理解と考えるこ

との楽しさを味わうことができるように思われる。

「数学的活動」については、観察,操作>実験な

どの外的活動と、直観,類推|諦内,演緯などの内的

１．はじめに

（１）新学習指導要領と「比較」

新学習指導要領に基づく高等学校の教育課程

は、平成24年度の第１学年から数学理科が先行

実施されていく。新学習指導要領における高等学

校数学科の目標は以下の通りである｡(文部省,2009）

における基本的な

]理解を深め、事象

｢数学的活動を通して、数学

概念や原理。法則の体系的な理解を深め、

創造性-る能力を高め、こ考察し表現F；を数学的１

の基礎を培うとともに、数学のよさを認識し、

数学的論|処に基づいそれらを積極的に活用して

て判断する態度を育てる｡」（下線が変更部分）

「体系的な理ji駒は、改めて体系的に組み立て

ていく数学の考え方を強調している。「考察し表

現する能力」は、今回の改訂ですべての孝妹〕|等を

通して、思考力・判断力。表現力等を育てること

が重視されたからである。ここで言う「数学のよ

さ」とは、数学的な見方や考え方のよさに加え、

数学の概念や原理。法則や表現。処理とその用い
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「｢理解｣の授業場面であっても，「数学的活動」

を取り入れて生徒に主体的に考えさせるような

ことはさ)ｌＴず，数学的概念や問題|i麩を丁寧に

一方r１勺に説明したあと演習問題を解かせるとい

う，「説明一問題演習｣の指導がほとんどであっ

た。これは，小｡中学校の公開授業の多くとは

対照的である．小。中学校の先生は，普段の授

業はともかく研究授業にあたっては，生徒のい

ろいろな数学的活動を取り入れた指導を工夫さ

れていることが多い．（中略）高校の先生には，

小。中学校の研究授業をもっと観て，生徒主体

の指導方法を学んでいただきたいと思う.」

一層主体的な学習を促‐;ために､数学的活動を

取り入れた学習指導を実践していくことが新学習

指導要領の課題でもある。筆者は、数学的活動を

取り入れた学習指導を具現化するために、問題解

決的な学習も必要であると考えている。問題解決

的な学習を実践していくためには、相馬(1997)が

提唱している「問題解決の授業｣がある。「問題解

決の授業｣の基本的な授業構成は次の通りである。

「Ｉ問題を理解するⅡ予想するⅢ課題をつ

かむⅣ課題を解決するＶ問題を解決する」

数学的活動を日々の授業で具体的に実現して

いくために、高校数学においても「問題解決の授

業｣は有効であるように思われる｡筆者は、「問題

解決の授業｣を実践しながら、「比較｣を取り入れ

た学習指導の有効性に着目してきた。「比較｣は数

学的活動の一種であると捉えることができる。

「比較｣を取り入れた学習指導は、「自ら学び考え、

確かな理解と納得が得られる授業」などを達成す

ることができる。また、新学習指導要領の一般方

針でもある「自ら学び自ら考える力」などの「生

きる力」の育成にも有効ではないだろう力も（相

馬。熊倉。山口，2008）

活動が考えられる。このような活動を通して論理

的思考力、想像力及び直観力などの創造性の基礎

を培うものと考えられる｡艦弥2009）更に学習活

動に｢比較｣を取り入れることによっても｢創造|生

の基礎を培う｣ことが実現できるように思われる。

ところで、目標の冒頭に｢数学的活動を通して

…｣を位置づけ､その充実が一層強調されている。

この要因を､吉田(2009)は次のように述べている。

｢主体的に問題を解決することは重要である。

必要なＴ数学的活動」は指導者が仕組む必要が

ある。さらに、生徒自身の内なる,思考活動も大

の思考活動が他者や教室でど切ではあるが、そ

のように共有されているかが重要で、そのこと

により生徒の思考活動が一層深まることにも留により生徒

意したい。 具体的な単元において他者との交流

を通して学び合えるような「数学的活動」を展

開するにはどのような「しかけ」が必要かを考

えることが大切である｡」（下線は筆者）

一斉授業で多様な考えを尊重し合いながら「比

較」検討することも、お互いの思考活動が一層深

まると思われる。このような共同的な学習形態に

ついて、永野(2000は次のように述べている〆

「現在，企業におけるコンピュータの利用は，

会社の中で情報交換を行いながら共同的な作業

や学習を封愛するグループウエアの使用が盛ん

であるという。（中略)他人に説明してみる,考

えたことを略図に表現してみる，複数の人間の

アイディアと並べて，比較評価するなどの活

動を通して，グループの生産性も向上していく

ということが注目されるようになったのである。

（中略)将来創造的な活動をするためだったら，

共同的な学習機会を多くすることが必要だろ

う｡」（下線と太字は筆者）

一斉授業と数学的活動に関ることで、中野

(2000)は授業の様相を大きく｢理解｣と｢演習｣の２

つに分けている。後者はドリル学習などで指導も

しやすく､テストによって数量f１勺に評価しやすい。

前者の指導は理解という深遠な問題をはらみ、質

的なものを含み評価も難しい。そこで、数学的活

動を取り入れるなどの巍而の創意と工夫が必要と

なる。中野(2000)は公立高校の研究授業を参観し

て、次のように述べている。

ロ

（２）研究の目的と方法

新学習指導要領の課題を解決するために、高校

数学の授業改善の必要性がある。その実現のため

にも、本研究の目的を次の２点とする。

①数学教育での｢比較｣の意味と、「比較｣を取り

入れた学習指導の在り方を明らかにする。

②「比較｣を取り入れた学習指導の有効性と、そ
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れる゜あるいは、「比較｣する上で有益な小間を２

題以上並列に配置することも考えられる｡つまり、

「並列に配置する｣とは、「比較｣する上で有益な

生徒の考えなどを二つ以上みつけ、生徒の眼前に

板書などで提示する活動である。

次に、授業例から「上上鮫」の意味を究明してい

く。単元iZiは、「数学Ｃ第１章行列第２節

行列の計算｣である｡指導目標は、「ハミルトン。

ケーリーの定理を学ぶ｡」である。

のための問題作成について明らかにする。

筆者は､教育現場において日々授業実践をして

おり、質的な資料（自由な観察。面接｡会話生

徒のノートJや授業記録ノートの記述など）を収集

しやすい立場にいる。これらの資料を基にして、

質的な分析と考察(大谷,1997)を加えることによ

り、文献研究(日野,1997)や授業実践(中西,19919）

などから「比較」を取り入れた学習指導について

提案していきたい｡また、「比較｣を取り入れるこ

とのう蔵効性や、生徒から「比較」の存i;i性を引き

出すための問題づくりの工夫についても、授業実

践などから明らかにしていく。
繍硅(::１ がＡ２－５Ａ＋6Ⅱ=Ｏを満た

すとき、ａ十．=５，adbc=6である｡正しい力も

（予想は２つに別れた。ａ＋ｄ＝２＋２＝４は正

しい。ad-bc＝２．２－０．０＝４などもあり正

しくない。先になぜ正しいのかを質問した｡）

Ｓ１「ハミルトン。ケーリーの定理よりＡ２－(ａ＋

ｄ)Ａ＋(ａｄ－ｂｃ)Ｅ＝○とＡ２－５Ａ＋６

Ｅ＝○の係数比較をして求めた｡」

（次に、正しくない考え方についても質問した｡）

Ｓ２「ａ＝ｄ＝１、ｂ＝ｄ＝Ｏの次にａ＝ｄ＝２，

ｂ＝ｄ＝Ｏで確かめたらＡ２－５Ａ＋６Ｅ＝

○が成り立った｡」

（係数比較は早合点のようで正しい答えを求める

ことが課題になった｡）

Ｓ３「ハミルトン。ケーリーの定理で、Ｍ)て数を下げ

ることができる｡」

（さらに課題をどう解決していけばよいか対話を

続けたら、以下のように課題解決ができた｡）

Ａ２－(ａ＋ｄ)A＋(ａｄ－ｂｃ)Ｅ＝○……①

Ａ２－５Ａ＋６Ｅ＝○……②①－②で

(ａ＋ｄ－５)A＋(ａｄ－ｂｃ－６)Ｅ＝Ｏ……③

[1］ａ＋ｄ－５＝Ｏのとき③からａｄ－ｂｃ＝６

[２］ａ＋ｄ－５≠Ｏのとき、

③からＡ＝ｋＥとおき②に代入して(ｋ２－５

ｋ＋６)Ｅ＝Ｏよってｋ２－５ｋ＋６＝Ｏより

ｋ＝２，３したがってＡ＝２Ｅ’３Ｅ：

このとき、（a＋d，ad-bd＝(４，４),(６，９）

[1H2]から(a＋d,ad-bJ＝(５，６),(４，４),(６，９）

（課題が解決して問題が正しくないと解決した｡）

授業|列より、Ｓ１たちの予想は、「ハミルトン。

ケーリーの）種里の等式と係数比較したら正しい｡」

2．「比較」を取り入れた学習指導

（１）数学教育における「比較」の意味

「比較」の意味について、先ず始めに、国語辞

典や和英辞典から調べていくことにする。『角川

必携国語辞典」によると、「比較｣は､次のように

説明されている。

「｢比較｣は､比べあわせること｡広く使う。「対

比」は、二つのものを比べてそのちがいを見る

こと。「色彩の対比iを見る｣。「対照｣は､二つの

ものを比べて、ひと目で共通点と相違点が見え

るこどにすること。「対照詞。「照合｣は､原文

や現鵬ＩＤなどと一宇一字いちいち比べて、同じか

どうか、間違いがないかどう力確かめること｡」

以上より、「対上上｡対･照。照合」は、「比較」の

狭義として使われている｡次に、『研究社和英大辞

典』には以下のような記述がある。

「比較………(a）comparmson；aparanel

比較する……compare(ｌｈｅｔｗｏ，Ａｗｉｔｈ

Ｂ）drawlnakelapara]]el[compamson］

（between)」

IParanel｣のparaの語源はbesideであり、

aI1elの語源はoneanotherである。「drawa

para]lel」には「平行線を描く」つまり「おたが

いの側にあるようにする｣あるいは、「並列に配置

する」というような意味が込められている。

数学教育において、「並列に配置する」にはど

のような意味があるのだろう力も板書などで異な

る予想や解法などを並列に配置することが考えら
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とは、授業に活気と躍動感をもたらすためにも重

要である｡そのような授業を構成する上で、「説明

中心の授業」では無理な面がある。なぜならば、

「説明中心の授業」に、生徒の主体的な「比較」

という活動をもたらすことが難しいからである。

「問題解決の授業」とは問題を提示することか

ら授業を始め、その問題の解決過程で新たな知識

や技能、数学的な見方や考え方などを身に付けさ

せていく学習指導である｡棉馬,1997)｢比較｣を
取り入れた学習指導の在り方を明らかにするため

に､筆者の｢問題解決｣の授業例を以下に提示する。

単元名は、「数学、４章微分法の応用４

節関数の最大最小｣である｡指導目標は、「増減

表。グラフ・平均値の定理を活用する｡」である。

＃Ｏ１Ｔ「問題を書きます６」（問題提示の場）

である。一方S2たちの予想は、「ａ＋ｄ＝５，ａ

ｄ－ｂｃ＝６以外にも条件を満たすご可能性がある

から正しくない｡」であり、「係数比較は早合点で

あり間違いのようだ。他にも条件を満たすものが

ありそうだ６ハミルトン。ケーリーの定理の式は

次数下げにﾗ１ﾐﾘ用することが重要だ‘この考えで条

件を満たす他のものがあるのではない力も｣である。

この二者の考え方の違いが、主体的な学習意欲を

引き出した。そして、Ｓ１たちは、Ｓ２たちの考え

方との相違点や既習事項どの共通点などを比較し

ながら、確かな理解と納得を獲得していった。

数学教育において、「比較」の意味をどのよう

に捉えていくことが～学習指導上意義があるのだ

ろう力も「対比。対照。照合」は､「比較」とは違

う微妙な独自性も持ち合わせながら、「上１ｺ較｣の部

分集合として捉えることができる｡この意味で｢対

比｡対照｡照合｣は、「上風蜘の狭義として捉える

ことができる。しかし、大切なことは比べるとい

う活動を通して、生徒の主体]的な学習意欲や確か

な理解を生み出すことである６そのために必ずし

も「比較」の意味自体を、厳密に分類することが

重要でない場合もある。教師の側で学習指導上、

分析や考察などで必要な場合のみ、「比較｣の意味

を「対比。対照。照合」のように分類して使用し

ていく。そうでない場合は、「比較｣を広い意味で

使っていくことにするｑそこで筆者は、数学教育

における｢比較｣の意味を次のように定義していく。

凸

問題１ｆ（ｘ)＝]ogx／ｘは、ｘ＝２のとき
最大|直をとる。正しいか。

（ｘ＝２，３、ｅを代入して些べている生徒や、

増減表などで考えようとする生徒もいた｡）

＃Ｏ２Ｔ｢正しいですか。」

（正しいが少数）（予想の鐵

＃０３Ｔ「正しい理由を答えてください｡」

＃Ｏ４Ｓ１「正しい感じがする。勘ですb」

（数値をｲf1入して予想した生徒などは、
正しいと予想した生徒に疑念を抱いて

いた。正しいという予想と上げこて、正

しくないようだと予想を立てていた｡）

＃Ｏ５Ｔ「正しくない理由を答えてください｡」

＃Ｏ６Ｓ２「ｆ(2)＝Iog2/2＜1/2,ｆ(3)＝log3/3＞

１/３となり、正しくないようです6」

贈減表で最大となる時を調べること

になった｡）（課題１をつ力迩田場)，

比較とは、２つ以上の考え方などの共通点や相

違点を比べることである。そこにはく比較の狭

義としての対比。対照。照合なども含まれる。

（２）「比較」を取り入れた学習指導の在り方

筆者は、「説明中心の授業」を長らく続けてき

た経緯がある｡一見効率のよい授業構成のようで

あり、教師主導で授業を進めることができ、教科

書の進度を早めることができる｡しかし、「説明中

心の授業」には、生徒の主体的な学習意欲を喚起

し、確かな理解と納得を生み出すうえで困難性を

はらんでいる｡(ジェームズ2002Xブルーアー,1997）

「問題解決｣の授業では、いろいろな場面で｢比

較」を設定することができる。巍而が「比較」をⅦ

「問)霞解決」の授業に意図的に取り入れていくこ

ｘｌＯ ｅ

囚

ft;2'二|澪;Tl急|録
（ｘ＝ｅのとき最大となることが分か

った｡）（課題１の解決）

(正しくないことが分かり問題２解決）

問題220052006と20062oo5
どちらが大きい力、

#Ｏ７Ｓ３「20052006より底2006が大きいから

20062005が大きい｡」（予想の場
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ると、学習指導上?1詑ﾗｶな場合がある。

#02,#07,#０８媒０９は､予想する場である｡
異なる予想の「比較」は、学習への動機rづけを高

める。どれが正しいの力荊りたいという知的好奇

心を刺激する｡これが､主体的な学習意欲となり、

考え方の追求が始まる。予想できず分からない生

徒にとっても他の生徒の予想などを聞いて、どれ

が正しいかという学習意欲が芽生えてくる。「予

想｣について相馬(1995)はZi〔のように述べている。

「自分で予想することによって，その予想が正

しいかどうかを明らかにしたいという気持ちに

なる．それが学習意欲につながるのである．ま

た，異なる予想が出た場合は，学習意欲が一層

高まる.」

異なる予想が出てこない場合でも、教師が［本

当に､これが正しいのだろう力、｣などと発問する。

そのような発問で、生徒が自己の予想と他の可能

な予想を「比較」するように促すことができる。

＃０６と＃１０は、課題をつかむ場である。予想

から、その理由を追求することによって、生徒の

中から課題が浮かび上がってきた。異なる課題を

「比較」することによって、共通点誹目違点が明

確になってきた｡課題が異なっているように見え

ても､両者の｢し鞍｣によって､二者を関連付け
ながら解決方法を導くことができた。また、異な

る課題の「比較」によって、考え方の追求を一層

促すこともできた。なお、課題が--つだけの場合

でも、そこから多様な解決方法を考えるように指

導する。そして、多様な考えを「比較」していく

ことが重要である。そのためにも、机間指導など

で、つまずきも含めて多様な生徒の考えを把握す

ることが大事である。

＃06,＃11,＃12は、課題の解決とそれを受

けて問題が解決される場である。課題１と課題２

の解決方法の「比較」によって、両者を関連付け

ることができた｡課題１と課題２の解決方法の[比

較」によって、課題解決に対する確かな理解と納

得を生み出した｡課題２に対して、＃1２のように

高校２年の既習事項である対数関数や数学Ⅲの微

分法の知識を使って解決した生徒もいた｡そして、

課題２を＃1２のように解いた生徒は､板書上の課

題２の解決と「比較」して、＃11の方が優ｵしてい

#Ｏ８Ｓ４「20062005より指数2006が大きいか

ら20052006が大きい｡」（予想の劇

#Ｏ９Ｓ５「３４＝８１と４３＝６４よりおそらく

20052006が大きい｡」（予想の鏑

＃１０ｓ６「20052006が大きそう鐘問題１の関

謝功ｉ使えそうだ］<課題２をつかむ場）

（さらに課題を解決するために、生徒と対話を続

けながら以下のように課題解決ができた｡）

＃１１ｆ(x)＝logｘ／ｘはｘ＞ｅで、単調減少

するのでｆ(2006)＜ｆ(2005）

log2006／2006＜lDg2005／2005

10920062005＜1og20052oo6

、よって、２００６２００５＜20052006

（課題２が解決して、20062oo5より２００５２００６

の方が大きいことが分かり、問題２が解決した｡）

（S7が､平均値の定理で調べられそうであると提

案してきて、次のように問題を解決していた｡）

＃１２ｓ７「(x)＝log2oo5Xは、Ｘ＞Ｏで微分可能

でｆ'団＝1/3.092005［１，log2oo5200d
において平均|直の定理により

（]og200500g20052006)-1091)／00920052006

-1)＝1/Ｃｌ092005,

1＜ｃ＜lbg2oo52006を満たすｃが1詞宝する

１＞１/Ｃ’１Hog2005＞1/Ｃ]og2005

］og200500g20052006)/00920052006-1)＞

mog2005

log2oo52006-1>log20051og2oo5×

00920052006）

2006／2005＞109200520061･g20os

2006＞20051ogmo52006iog2005
’2006＞log2oo520062005log2005
２００５２００６＞20062ｏｏ５１ｏｇ２００５

＞20062005より２００５２００６＞20062005」

（２つの課題解決方法を比較検討した｡）

以上の授業記録から、「問題解決」の授業のど

の場面で「比較」が生じ、学習指導にどのように

「比較」を取り入れるとよいのか考察していく。

＃０１は､問題提示の場である。以前の問題と本

時の問題を比べながら、共通点や相違点などを考

えている生徒もいた。もし､問題どうしの｢比較」

が生じていない場合、教師が「この問題と前時の

問題で似ているところはないだろう力も」と発問す

Ⅱ

1９



次のように、異なる予想をＴ比較」していった。

Ｓ１「０＝元のとき(1＋0K1-1)＝０となり最小値

は正しいよう危」

Ｓ２「０＝元／２のとき(1＋OX1＋１)＝２となり最

ワk値も正しいようだu

S3｢sinO=cosO=11,/r＝､/百/２のとき最大

になり最大値は２ではないようだ｡」

異なる予想の｢比較｣は、「どちらが正しいのか

を調べたい知りたい」という知的好奇心を刺激し

た。他者の予想と「比j較」して「本当はどれ力如

りたい」という気持ちが高まった。知的好奇心が

刺激されたのである。知的好奇心は内発的重iP機づ

けの重要な構成要素の一つである。Ｃ稲垣,1980）

この後、最小値と最大値を求めることが生徒自

身の課題となった。以上より、異なる予想の「比

較」が生ずると、生徒は自ら学び考えようとする

学習意欲を高める。また、どれが正しいのかを裏

付けるために考え方の追求も始まる。、

Ｓ４「1種類の式で表すと２次関数の最大最小の問題

になるようだ。ｙ=(1+sinO)(lﾄcosO)=l卜(ｓｉｎ
Ｏ＋cosO)＋sinOcosOsinO+cosO＝ｘと

おく。ｙ=1+ｘ+ｓｉｎＯｃｏｓＯここでｓｉｎＯｃｏｓ

Ｏ＝{(sinO＋cosO）？－１)／２=(ｘ２－１)／

２であるから､ｙ＝1＋ｘ＋(ｘ２－１)／２＝(ｘ

＋１）２／２」：

Ｔ「ｘの範囲はどうなるのか｡」

Ｓ６「ｘ＝sinO＋cosO＝、/可sin（０＋元/4）で、

元/4＜０＋元/4＜9元/４だから－，/すぐｘ＜

へ/了よってｘ＝－１のとき最'｣値ｏだ｡」

Ｔ「最大値の値はどうなる｡」

Ｓ７「ｘ＝へ/亘のときで最大値（、/五＋１）２／２

＝（3＋２，/百）／２が正しい｡」

古藤(1998,1995)は､多様な考えの生かし方まと

ｒめ方の指導を重視していて、理解の祷目について

次のように述べている。（下線と太字は筆者）

「大脳生理学の知見によれば，人間の大脳の左

半球は主として論］運を、右半球は直感を司って

いるそうである。（中略)問題解決における左右

の方向に関する理解を，次の二つに分けて考察

することにする。

左：別の考え，または他のアイデアとの比較

ることを感得した。また､関数ｆ(ｘ)＝Ｘ'/xで課

題２を解決できるか質問したら次のように解いた。

＃１３対数微分法よりlogｆ(x)＝]ogX1ﾉｘ
ｆ，②＝ｅｌ/蕊-２（l-1ogx）
ｘｌＯ 巳

ｆｂｄｌ／｜＋｜Ｏｌ－
ｆｂＪ｜／|増加｜ｅ'/・｜減少

に

ｘ＝ｅで極大、ｘ＞ｅでｆ(ｘ)は単調減少

2005＜2006より20051/2005＞2006ﾕ/2006

ゆえに、20052006＞20062oo5

このように解いた生徒は､＃11の板書上の課題

２の解決と此較」して、この考えも優れている

ことを感得した。（田島,1981）

最後に、＃11,＃12,＃13の３つの課題解決

の方法を「比較」しながら考え方の道筋を振り返

ってみた。このような［比較」により、確かな理

解を獲得したように思われる。（志賀,199句

以上より、「問題解決の授業」の５つの各場面

（問題提示の場、予想の場、課題をつかtfK場､課

題を解決する場、問題を解決する場）において、

「比較」を取り入れた学習指導を行うことができ

た。各場面における既知や未知（既習事項や未習

事項、自己の考えや他者の考えなど）との「比較」

によって、新たな既知確かな理解）を獲得する

ことができる学習指導であった。（市川,1998）

ここで考察してきたように、「比較」を取り入

れた学習指導とは、一斉授業における生徒の多様

な考えなどの共通点や相違点を比べながら、考え

方の道筋などを全員でしっかりつかませる指導で

ある。そして、２つ以上の考えなどを「比較｣す

ることによって、主体的な学習意欲を喚起し、確

かな理解と納得をもたらす指導でもある。

田

匂

3．［比較」の有効性と問題

（１）「比較｣の有効性

学習指導に「比較」を取り入れると、どのよう

な有効性があるのかを、授業実践と文献などから

究明していく。最初に、数学Ⅱの三角関数におけ

る筆者の実践例を提示する。

問題Ｏ＜０＜２元のとき(1＋sinO)(l＋cosO）

の最ｿ1値はＯ、最大値は２である。正しい力も
を通して獲得する理解」

2０

Ｘ ０ ｅ

f､② ／ ＋ ０

f(x） ￣ 増ﾌｸⅡ ｅユ／巳 減少



ａｎ+１－ａｎ／(２ａｎ＋1）＝１／(2“1)－，
－｛1/(2,-1))／[2{1/(2,-1)}+、＝１／(２

，＋]l)－１／但十(２，－１))＝Ｏより与えれた

条件を満たすから、①は一般頃ですｂ

Ｓ５「①を数学的|識砿でも証明できそうです６

［1］ｎ＝１のときａ，＝１/(２．１－１)＝１

［2］ｎ＝ｋのとき、ａｋ＝１／(2ｋ－１）

と仮定すると、ａｋ+1＝ａｋ／(2｡k+１)＝{１
／(2k－1》／[2{1/(2k－1))＋、＝１/(2k＋、＝

１／胆(k＋1)－１)となり、①は、＝k＋１のと

きも成り立つ。．

［11[21より①は､すべての自然数について成

り立つ。

（課題が解決して、ａｎ＝１／(２，十1)は間違い

であることが分かり、問題が解決した｡）

との授業例で提示した問題は、一見正誤を問う

だけの単純な形の問題であり、簡単に作成できそ

うである。しかし、この問題作成に関して｢し1ｺ較」

の存効性を引き出すための意図が織り交ぜられて

いる。そのための問題づくりの工夫に関しては、

次の５つの視点が参考になる。鮪馬，1997）

「Lu較」と理解に関って、相馬(1999)は、確か

な理解を定着させるために指導内容以外に、それ

を｢どのように指導するの力引ということの重要性

を指摘し｢比較｣の重要性を次のように述べている。

「文字や式を用いることのよさや意義を含めた

確かな理解のためには、「比較｣する場面を意図

とが有効であろう．的に指導に取り入れるこ

(中略）これらの考え方も取り上げて比較する

ことを通して，それぞれの考え方のよさや問題
LＩ

点が確認され，謬鋼書に示されている証明の意

味や必要性を実感させることができるである

う.」（下線と太字は筆者）

以上から、「比較」を取り入れることの有効性

をまとめると、次の３点を特に強調できる。

①自ら学ぼうとする学習意欲を引き出す６

②考え方の追求を促す６

③確かな理解や;Wi得を獲得させる。

（２）「比較」の稀ｉｉｉ性を引き出す問題

「問題解決」の授業で「比較」の有効性を引き

出すためには、提示する問題の質が重要である。

問題をどのように工夫すれば有効なのかを、筆者
の実践例から紹介していく。単元名は、「数学Ｂ

第２章数列第５節漸化式ｕである。指導目
標は、［￣般項を予想し、証明することを学ぶ｡」
である。以下は、授業で提示した正誤を問う問題

である。

教科書を逆から教える発想での問題

すべての生徒が何らかの解決ができる問題

理由より答えを先に問う問題

異なる予想が生じるような問題
いろいろな考え方ができるような問題

ア
イ
ウ

博
相馬(1997)は、視点アについて識ＳＦ書の練習問

題を始めに与えることによって、生徒に目標と課

題意識を持たせることができると述べている。筆

者もこの視点で、謬鋼書に載っている次の練習問

題を多少変えて授業の始めに問題として提示した。

問題ａ，＝１，ａｎ+,＝ａｎ／(２ａｎ＋１）
のときａｎ＝１／(２，十１)は正しいか。

この問題をめぐって授業は次のように展開された。

Ｓ１「１/３，１/５，１/７…より、分母３，５，７

‘…は２，＋１となり正しい｡」

Ｓ２「ａ，＝１＝１/１，１/３，１/５…より

ａｎ＝１／(２，－１)が正しい｡」

(異なる予想を比較することによって興味と関心

が一層高まった。）

Ｔ「ａｎ＝１／(２，－１)が本当に正しいのか｡」
Ｓ３「証明の必要があるようですb」

（ａｎ＝１／(２，－１)が正しいことを証明する

ことが課題となってきた。そして、課題の解決に

向けて目標と必要感を抱き、主体的な学習意欲も

高まってきた。）

Ｓ４「ａｎ＝１／(２，－１)…①を証明したい。

ａ，＝１，ａｎ+,＝ａｎ／(２ａｎ＋１）のとき
一般項を推測して数学的|計内法で証明せよ。

問題づくりの視点アで、いきなり問題を「2ａ，

+１＝１，ａｎ+,＝ａｎ／(２ａｎ＋１）のとき一般頃

はａｎ＝１／(２，－１)であることを数学的帰納
法で証明せよ｡」と提示したらどうであろう力も生

徒集団の実態にもよるだろうが、問題づくりの視

点イということが生かされないであろう。それで

は､教科書のような出題方法がベストであろう力も

教科書はａ，＝１，ａ２＝1/３，……を求めてか

ら一般項を推測させ、それを証明させようとして

■

２１



例ｙ＝２Ｓiｎ（０/２－元/2)＋１とｙ＝1/2Siｎ（２
０＋元/2)－１のグラフ上の違い1渕可か。

③二者択一型の単純な形にする。

例（1/2)30と(１/3)21は、どちらが小さい力、

④条件不足の形にする。

例１２冊の異なる本を（）冊（）冊,（）冊の

３組に分ける方法は何通りあるか。

⑤式,数値,順番などの表現を工夫する(芳?尺,2008）
例行くａｎb二Oka､=1ﾉ2(ａｎ-,+3/ａｎ_,）

仇=１，２，３，…）のとき次は正しい力も

、→｡｡のときａｎ→石，ａｎ一､/すぐ

１/2(ａｎ-,-石)，ａｎ＜ａｎ－１，、/すぐａｎ

いる。つまり、強制的に段階を追って問題を解く

ように配置されている。証明させるために無理や

り推測させているとも捉えることもできる。しか

し、推測して一般頃が求められた段階で証明の必

要性があまり感じられない。（室田,1994）

それでは、どのように問題を作り直せば〈生徒

の関心と意欲を高める問題となるであろう力もそ

のためには、生徒の知的好奇心（スケンズ1973）

を喚起する方法を考えることが大事であるαその

方法としては､身近で意外|生を与える題材を選び

２から４つのもっともらしい選択肢を配置するこ

とが考えられる。つまり、その選択肢の中に誤概

念を含ませて、知的な葛藤（伏見,1993）を引き

出すように配置するのである。

そこでこの授業例では、「正しいか､間違いか」

の２つの選択肢を与えるために、『ａｎ＝１／(２

，＋1)は正しい力も」と、問題を作り直したのであ

る。このことは、問題づくりの視点イとも合致す

る。しかも、理由より「正しいか、間違いか」の

どちらかを答えることが先である。このことも、

問題づくりの視点ウとも合致する。

この問題では、異なる予想が出やすく、異なる

予想の「比較」を通して問題解決への学習意欲が

喚起されていき、考え方の追求が始まった。そし

て、理解と納得へと結びついていったのである。

また、次のような別解も生徒から桶き出た｡､別解

との「比較」も理解の深化のために重要である。

いろいろな月|解が生み出され易い問題づくりを心

がけることも大切である。

Ｓ６「分母が等差数列だから、逆数をとって漸化式

を変形すれば一般煩が求められそうだ６

１/ａｎ＋,＝２＋１／ａｎｌ／ａｎ＋１－１／ａｎ＝

２１/ａｎ＝1/ａ,＋2(ｎ－Ｄ＝1/1＋2(ｎ－

１)＝２，－１よってａｎ=lK2n-1)」

最後に、生徒から「比較」の有効|生を引き出す

ことのできる問題づくりの留意点をまとめる。な

お、筆者の授業実践から効果的であった問題例も

１つずつkbbpする｡(①～⑤の視点は重複もする｡）

①正誤を問う形にする。

例２－３/2＋3/２－…＋ｂ十1)/ｎ－(ｎ+2)/(ｎ+1）

……}ま収束し和が２である。正しい力も

②並列に配列する。

E１

４．おわりに

「比較」を取り入れた学習指導は、新学習指導

要領の一般方針でもある自ら学び自ら考える「生

きる力」の育成にも有効である。また、高校数学

の新学習指導要領の課題は｢数学的活動を通して、

体系的な理解を深め、数学的に考察し表現する能

力を高め、数学のよさを認識し、数学的論拠に基

づいて判断する態度を育てる」であった。このこ

とや膳Ｉ造|生の基礎を培う」ことも、此較｣を学

習指導に取り入れることにより可能となることが
授業実践や文献研究などから明らかになってきた。

数学的活動の楽しさに関って、手島(1987)は、

「数理的事象の問題解決において間し続ける楽し
さであり､納得する楽しさである｡」と述べている。

筆者は､授業で数学を学ぶ意義を、「多様な考えを

比較検討しながら、皆で納得していぐこと」と捉

えたい｡知的な揺らぎ､つまり、多様な考えの｢比

較」によって生ずる知的な葛藤(手島1994,1995）
を通して集団で納得していくことが、生きる楽し

さや学ぶ喜びとなり学力向上につながると考える。

「比較」は、「問題解決」の授業に取り入れ易

い学習指導でもある。「問題解決｣の授業では､提

示する問題の質が重要である。生徒からＴ比較」
の有効性を引き出す問題の作成については、動機

づけ(デシ,1980）(田代,1999）や知的な葛藤(藤

井,2000）も考慮すべきである｡今後、「比較」を取
り入れた学習指導の実践を積み重ね、日常的な実

践に役立つ研究をﾎﾟ|浴院していきたい。

ｑ

2２
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