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平方根の正則連分数について 
(Continued Fraction for all Square Root Numbers) 

２００８年３月１０日 
北海道岩見沢農業高校 

加藤秀隆 
 
０．はじめに 
 チェビシェフ(Schebysheff,Chebyshev)氏の２つの多項式を利用して、平方数以外のすべ
ての自然数の平方根の正則連分数を入手する方法を紹介します。 
 
１．チェビシェフ多項式 
 三角関数の倍角公式に由来します。 
     )()(coscos xTTn nn   TT  
     )(cossinsin 1 TTT � nUn ・  
     )()(cos 11 xUU nn ��  T  
 とおくとき、 )(xTn  を第１種チェビシェフ多項式、 )(xU n  を第２種チェビシェフ多項
式と呼んでいます。チェビシェフ多項式の様子を２つずつ見ましょう。 
     1cos22cos 2 � TT           12)( 2

2 � xxT  

          TT cos3cos43cos 3�        xxxT 34)( 3
3 �  

          TTT cos2sin2sin ・          xxU 2)(2   
          TTT 3sin4sin33sin �  
                )sin43(sin 2 TT � ・   

                )1cos4(sin 2 � TT・    14)( 2
3 � xxU  

xxT  )(1 , 1)(0  xT , 1)(1  xU , 0)(0  xU  です。 
 
面白い関係式が３本成立します。いずれも、三角関数の倍角公式から導くことができま

す。 
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   ② )(),( xUxT nn  ともに、次の３項間漸化式を満たす。 
       nnn axaa � �� 12 2  
   ③ )())(( xTxTT nmmn   
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 その他のことも既に調べられており、それぞれの母関数も定式化されています。下

記を参照してください。 
Wikipedia,the free encyclopedia 

           http://en.wikipedia.org/wiki/Chebyshev_polinomials 
 
２．チェビシェフ多項式の定式化 
  ３項間の漸化式の特性方程式 
      0122  �� xtt  
  を解くと、 
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２つの多項式に次の関係式が成り立ちます。 

      1)()1()( 2
1

22  �� � xUxxT nn  

 この関係式は、純粋ペル方程式 122  � Dyx と同値です。 

  Dyxxx � �� 12  とおくと、 

           Dyx 22 1  �  
           122  � Dyx  
 純粋ペル方程式です。これを満たす自然数の組 ),( yx は、平方数以外の自然数をD  とし

たときの平方根 D  を、 

      D  ≒
y
x  

 として最良に近似する正則連分数であり、小数展開を与えるものです。 
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３．定式化した数式からのチェビシェフ多項式の構築 
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いずれも前述した３項間漸化式からも作ることできます。 )(),( 99 xUxT  までを記述し
ておくと、 
     

42
4 881)( xxxT ��  

     
42

4 16121)( xxxU ��  

     
53

5 16205)( xxxxT ��  

     
53

5 32326)( xxxxU ��  
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6 3248181)( xxxxT ����  
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6 6480241)( xxxxU ����  
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7 64112567)( xxxxxT ����  
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7 128192808)( xxxxxU ����  
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8 128256160321)( xxxxxT ����  
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8642

8 256448240401)( xxxxxU ����  

     
9753

9 2565764321209)( xxxxxxT ����  

     
9753

9 512102467216010)( xxxxxxU ����  

４．平方根の正則連分数の部分分数列について 
  次の関係式により、すべての平方数以外の自然数の平方根の純粋ペル方程式の上を走

る部分分数列を得ることができます。 

       1))(()( 2
1

2  � � xyUDxT nn  

 この y  がすばらしい役割を演じます。第 1段階として項番号を等差数列的に飛ばす計算、
第 2 段階として等比数列的に飛ばす計算、第 3 段階として指数関数的に飛ばす計算、第
４段階として任意に飛ばす計算方法を記述します。 
      2,2813 22   o  �o DyDyxx  
           3,1312 22   o  �o DyDyxx  
           5,48019 22   o  �o DyDyxx  
           6,22415 22   o  �o DyDyxx  
           7,36318 22   o  �o DyDyxx  
           8,1813 22   o  �o DyDyxx  
           10,6360119 22   o  �o DyDyxx  
           11,399110 22   o  �o DyDyxx  
           12,24817 22   o  �o DyDyxx  
           13,1804212001649 22   o  �o DyDyxx  
 
（１）平方根の正則連分数の項番号を等差数列的に飛ばす計算 
第 1 段階として、 )2,2,3(),,(  Dyx  から ２の平方根の正則連分数を追跡してみまし

ょう。 
      17321)3( 2

2  �� ・T   12)32(2)3(1   ・yU  

           993433)3( 3
3  �� ・・T   70)341(2)3( 2

2  �� ・yU  

           57738381)3( 42
4  �� ・・T   408)3834(2)3( 3

2  �� ・・yU  
 

)3,1,2(),,(  Dyx  として、３の平方根の正則連分数を追跡してみます。 
      7221)2( 2

2  �� ・T   4)22(1)2(1   ・yU  

           262423)2( 3
3  �� ・・T   15)241(1)2( 2

2  �� ・yU  
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           9728281)2( 42
4  �� ・・T   56)2824(1)2( 3

2  �� ・・yU  
 

)5,4,9(),,(  Dyx  として、５の平方根の正則連分数を追跡してみます。 
      161921)9( 2

2  �� ・T   72)92(4)9(1   ・yU  

           28899493)9( 3
3  �� ・・T   1292)941(4)9( 2

2  �� ・yU  

           5184198981)9( 42
4  �� ・・T   23184)9894(4)2( 3

2  �� ・・yU  
 

),,( Dyx  は、Mathworld で 102までの平方根のリストが公開されています。 
     http://mathworld.wolfram.com/pell equation.htlm  
 
（２）平方根の正則連分数の項番号を等比数列的に飛ばす計算 
  第２段階は、合成関数の考え１の③と①からです。 
  )2,2,3(),,(  Dyx  から ２の平方根の正則連分数を追跡してみます。 
      17321)3( 2

2  �� ・T   12)32(2)3(1   ・yU  
           5771721)17( 2

2  �� ・T   408)172(12)17(1   ・yU  
      66585757721)577( 2

2  �� ・T   470832)5772(408)577(1   ・yU  
 
 )3,1,2(),,(  Dyx  として、３の平方根の正則連分数を追跡します。 
      7221)2( 2

2  �� ・T   4)22(1)2(1   ・yU  
           97721)7( 2

2  �� ・T   56)72(4)7(1   ・yU  
      188179721)97( 2

2  �� ・T   10864)972(56)97(1   ・yU  
 
 )5,4,9(),,(  Dyx  として、５の平方根の正則連分数を追跡します。 
      161921)9( 2

2  �� ・T    
72)92(4)9(1   ・yU  

 
           5184116121)161( 2

2  �� ・T    
23184)1612(72)161(1   ・yU  

 
      53749785615184121)51841( 2

2  �� ・T    
2403763488)518412(23184)51841(1   ・yU  

 
（３）平方根の正則連分数の項番号を指数関数的に飛ばす計算 
     )2,2,3(),,(  Dyx  から ２の平方根の正則連分数を追跡してみます。 
      17321)3( 2

2  �� ・T   12)32(2)3(1   ・yU  
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           6658571781781)17( 42
4  �� ・・T  

 470832)178174(12)17( 3
3  �� ・・yU  

 
    )3,1,2(),,(  Dyx  として、３の平方根の正則連分数を追跡します。 
      7221)2( 2

2  �� ・T   4)22(1)2(1   ・yU  
           1881778781)7( 42

4  �� ・・T  

 10864)7874(4)17( 3
3  �� ・・yU  

 
    )5,4,9(),,(  Dyx  として、５の平方根の正則連分数を追跡します。 
      161921)9( 2

2  �� ・T    
72)92(4)9(1   ・yU  

      5374978561161816181)161( 42
4  �� ・・T  

 2403763488)16181614(72)161( 3
3  �� ・・yU  

（４）平方根の正則連分数の項番号を任意に飛ばす計算 
   第 1種チェビシェフ多項式の合成関数は、1の③により任意に成立します。第 2種
チェビシェフ多項式については、微分形式を意識しながら計算すると得ることができ

ます。 
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   などです。次の数式により、平方根のペル方程式を満たす正則連分数の項番号を１
０の累乗で飛ばしてみてください。 
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1025 51212801120400501)())(( xxxxxxTxTT ������   
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   ペル方程式を満たす自然数の組を得る展開式の累乗計算を指数乗で計算すること

に相当します。 
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