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平方根の正則連分数に関する考察（その３） 
２００８年１月２３日 
北海道岩見沢農業高校 

加藤秀隆 
 
０．はじめに 
 ２の平方根を近似する正則連分数において、項番号を等比数列のように飛ばして部分分

数列を得る方法を紹介します。 
 
１．正則連分数の項番号が奇数のものについて 
前回の考察（その２）において、項番号の飛び越えが等差数列的でしたが、分子、分母

の一般項を奇数乗することによりこう番号を等比数列的に飛ばすことができます。さらに、

指数乗的に項番号を飛ばす方法に発展させることができます。 
 
正則連分数の分子数、分母数の kx  , ky  を次のように定式化しました。 

21� D  , 21� D とおくと、 
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  分子数、分母数を累乗計算します。後述で一括して項番号を等比数列的に飛ばす計算

方法を記述します。 
（１）奇数乗計算 
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 ・７乗、９乗の計算結果を記述します。 
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 （２）偶数乗計算 
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  分母数 ky を利用した項番号の偶数倍計算を次のようにします。項番号の奇数倍計算で
も全く同形式の数式が成り立ちます。 
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次の計算もできます。 
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２．行列表記 
  分子数、分母数の奇数乗から記述します。 
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  偶数乗を記述します。 
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以上の記述より、逆行列を乗ずることができます。 
・ 項番号を奇数倍で飛ばす計算方法 
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・項番号を偶数倍で飛ばす方法 
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３．正則連分数の部分分数列の計算 
  実際に項番号を飛ばしてみましょう。３倍で項番号を飛ばしてみます。 
正則連分数を順に記述すると、 
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99

9
27  � ��� ・・xxx  

    764537004598589853)(8)1(3 33
09

9
27  �� �� ・・yyy  

     
33

1818
18

54 3880899438808993)(4)1(3 ・・ �� ��� xxx  

       999933208092338067324  

     
33

1818
18

54 2744210827442103)(8)1(3 ・・ � �� yyy  

       037771820631653263260  
  正則連分数を小数展開すると、ほぼ平方根を分母数の桁数の 2 倍の桁数まで真の値に
近づきます。関数電卓に組み込まれている関数の値に匹敵するのは、分子、分母がそれ

ぞれ５桁もしくは６桁の分数からになります。 

      4.1
5
7
  

      ･･･4142.1
70
99
  

      ･･･414213.1
985

1393
  

      ･･･734142135623.1
2744210
3880899

  

ところで、 kk o3 とすると、 

     
3

33
3

9 )(4)1(3 kk
k

k xxx ���  

      
3

33
3

9 )(8)1(3 kk
k

k yyy ��  

 この数式においても、 kk o3 とすると、 

     
3

99
9

27 )(4)1(3 kk
k

k xxx ���  

      
3

99
9

27 )(8)1(3 kk
k

k yyy ��  
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このような数式を作っておいてから、正則連分数の項番号を飛ばしていくこともでき

ます。つづいて、５倍で項番号を飛ばしてみます。 

   
5232

5 )(4)(4)1(5)1(5 kk
k

k
k

k xxxx ���� ・   

5232
5 )(8)(8)1(5)1(5 kk

k
k

k
k yyyy ���� ・  

 1 k を代入して、 

    5
1

23
1

1
1

2
5 )(4)(4)1(5)1(5 xxxx ���� ・  

      41116120115 53  �� ・・・・  

    5
1

23
1

1
1

2
5 )(8)(8)1(5)1(5 yyyy ���� ・  

          29164140115 53  �� ・・・・  
  5 k を代入して、 

    5
5

23
5

5
5

10
25 )(4)(4)1(5)1(5 xxxx ���� ・  

      1855077841411641204115 53  �� ・・・・  

    5
5

23
5

5
5

10
25 )(8)(8)1(5)1(5 yyyy ���� ・  

          1311738121296429402915 53  �� ・・・・  
   ２回ずつの計算で第２５項の正則連分数を得ました。また、 2 k を代入して、 

    5
2

23
2

2
2

4
10 )(4)(4)1(5)1(5 xxxx ���� ・  

      3363316320315 53  �� ・・・・  

    5
2

23
2

2
2

4
10 )(8)(8)1(5)1(5 yyyy ���� ・  

          2378264240215 53  �� ・・・・  
  10 k を代入して、 

    5
10

23
10

10
10

20
50 )(4)(4)1(5)1(5 xxxx ���� ・  

      53 336316336320336315 ・・・・ ��  
          3384425636882627592  

    5
10

23
10

10
10

20
50 )(8)(8)1(5)1(5 yyyy ���� ・  

          53 237864237840237815 ・・・・ ��  
          9241535224866752642  
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  ここでも２回ずつの計算で第５０項の正則連分数を得たことになります。 
  ほかの項番号を飛ばす奇数倍、偶数倍の計算式により正則連分数を計算してみてくだ

さい。参考にした文献はありません。 
 
 私的通信：千葉県立柏稜高校 西川誠 


