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平方根の正則連分数に関する考察（その２） 
２００８年１月２３日 
北海道岩見沢農業高校 

加藤秀隆 
 
０．はじめに 
  ２の平方根を近似する正則連分数の部分分数列を得る方法を紹介します。さらに、正

則連分数の成分の循環節の長さが１のものに発展させることができます。 
 
１．正則連分数群の数列化 
  2を近似する正則連分数を順に記述すると、 

  ･･･,
80782

114243,
33461
47321,

13860
19601,

5741
8119,

2378
3363,

985
1393,

408
577,

169
239,

70
99,

29
41,

12
17,

5
7,

2
3,

1
1,

0
1  

 第０項に 
0
1  をおきます。（平方根や累乗根の正則連分数を考える際には、常に第０項に 

0
1  をおきます。）これらの分数群を次のように分子・分母を同時に記述することにする

と、 

   ･･･,27099,21241,21217,257,223,211,201 �������  

 初項 1 で、公比が 21�  の等比数列になっています。 2kkk yxX �  とおくと、

kX  の一般項は、 

2)21( kk
k

k yxX � �  

 です。さらに、正則連分数の分子、分母の kx  , ky  を次のように定式化することができ

ます。 21� D  , 21� D とおくと（共役複素数を意識しています。）、 

    2
222
・

kkkk
k

kX DDDD
D

�
�

�
   

 より、 

2

kk

kx DD �
  , 

22

kk

ky DD �
   

この定式化により、正則連分数の部分分数列を得る計算法則を導くことができます。 
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２．正則連分数の部分分数群を得る計算法 
正則連分数の部分分数群を得ることを縮約と呼ぶようです。 

    
22

mkmkmm

mkm xx
��

�
��

 
DDDD

・・  

を計算します。 

    
4

22 mmkmkmmkmk

mkm xx DDDDDD ����

�
���

 ・  

    
2

)(
2

2
22 kk

m
mkmk

mkm xx DDDDDD �
�

�
 

��

� ・・  

         k
m

mk xx )1(2 �� �  

      k
m

mkmmk xxxx )1(22 �� �� ・  

 同様に、 

    
222

mkmkmm

mkm yx
��

�
��

 
DDDD

・・  

    
22

2
22 mkmmmkmkmk

mkm yx
����

�
���

 
DDDDDD

・  

         
22

)(
22

22 kk
m

mkmk DD
DD

DD �
�

�
 

��

・  

                  k
m

mk yy )1(2 �� �  

           k
m

mkmmk yyxy )1(22 �� �� ・  

  これらにより、正則連分数の分子数、分母数において、共通に項番号を飛び飛びに越

えていく正則連分数の部分分数群を得ることができます。 
 ・ 1 m  とすると、 

kkkkkkk xxxxxxxx � � �� ���� 11112 212)1(2 ・・・  
    kkkkkkk yyyyyyxy � � �� ���� 11112 212)1(2 ・・・  
この２つは、普通の正則連分数群の分子、分母に成り立つ共通な連続３項間の漸化式に

なっています。 
・ 2 m  とすると、 

kkkkkkk xxxxxxxx � � �� ���� 22
2

224 632)1(2 ・・・            



 3 

kkkkkkk yyyyyyxy � � �� ���� 22
2

224 632)1(2 ・・・  

これらにより項番号を２つずつ飛ぶ正則連分数の部分分数列を得ることができます。 
･･･,6,4,2,0 k として、 

    171366 024  � � ・xxx    120266 024  � � ・yyy  
    9931766 246  � � ・xxx    7021266 246  � � ・yyy  
        577179966 468  � � ・xxx   408127066 468  � � ・yyy  
 

･･･,7,5,3,1 k として、 
        411766 135  � � ・xxx      291566 135  � � ・yyy  
     23974166 357  � � ・xxx    16952966 357  � � ・yyy  
        13934123966 579  � � ・xxx  9852916966 579  � � ・yyy  
 

これらを正則連分数成分による形式で記述することができることを示し、数式変形と

正則連分数成分の循環形式を記します。行列計算もできます。 
項番号 ･･･,8,6,4,2,0 の正則連分数について 

  ･･･,
408
577,

70
99,

12
17,

2
3,

0
1  

第２項から負の正則連分数成分を認めながらの記述をします。 2 x  

  

32
17126

13

32
1
13323222

�
�

��
� 

�

� ��  

x
x

x

xx  

     

1712
99706

16

13

1712
32

16

13

�
��

�
��

� 

�
�

��
� 

x
x

x
x

 

     ･･･ 

��
��

��
�

��
� 

��
�

�
��

� 

9970
5774086

16

16

13

9970
1712

16

16

13

x
x

x
x

 

  ],6,6,6,6,6,6,3[22 ･･･���  

6,6� が循環していきます。循環部分について、分数を小数展開したときの記法（ドット）

を用いることにします。 
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    ]6,6;3[22
..

�  ]2,2;[2
.

22

.

22 xxxy �  
  

    ¿
¾
½

¯
®
­

�
�

�
�

�
�

�
�

 � ･･･・ ,
40391

114243,
6930

19601,
1189
3363,

204
577,

35
99,

6
17,

1
3

2
1]6,6,3[

2
12

..

 

                    ¿
¾
½

¯
®
­ ･･･,

80782
114243,

13860
19601,

2378
3363,

408
577,

70
99,

12
17,

2
3

 
関数電卓計算を記述します。 

  
828427125.222  

 正式な正則連分数では、整数部分の２を引いて逆数を作りますが、３を引いて逆数を作

ります。 

  
171572875.0322 � �

 

  
828427125.5

171572875.0
1

322
1

� 
�
 

�  
６を加えて逆数を作ります。 

  
171572875.06828427125.5  ��

 

  
828427117.5

171572875.0
1

 
 

６を引いて逆数を作ります。 

  
171572882.06828427117.5 � �

 
本来の値は、 

  
171572875.0�

 
逆数を作ると、 

  
828427117.5

171572875.0
1

� 
�  

６を加えて逆数を作ります。前述の計算作業を繰り返すことになります。 
 
行列計算は、次のようにします。

 

    ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
2
3

0
1

02
13

y
x

 

  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�
�

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�
�

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§�
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
12
17

0
1

212
317

0
1

01
16

02
13

y
x

 

  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�
�

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
��
��

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§�
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
70
99

0
1

1270
1799

0
1

01
16

01
16

02
13

y
x

 

    ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�
�

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§�
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§�
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
408
577

0
1

70408
99577

0
1

01
16

01
16

01
16

02
13

y
x
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    項番号 ･･･,9,7,5,3,1 の正則連分数について 

    ･･･,
985

1393,
169
239,

29
41,

5
7,

1
1  

  

1
755

21

1
2
21

1
1
11111212

�
��

�
� 

�

� 

�

� �� �� 

x
x

xx

x  

    

75
41296

15

21

75
1

15

21

��
��

��
�

� 

��
�

�
� 

x
x

x
x

 

    

4129
2391696

16

15

21

4129
75

16

15

21

��
�

�
��

�
� 

��
��

��
�

� 

x
x

x
x

 

        ･･･ 

�
�

��
�

��
�

� 

�
��

�
��

�
� 

239169
13939856

16

16

15

21

239169
4129

16

16

15

21

x
x

x
x

 

   ]6,6,
5
21[2

..
��  ]2,2,1[2 22

3

33 xx
y

yx
�

�
�  

 と記述することができます。さらに、変形することができます。 
 
  準備計算をします。 1� � kkk yyx です。 

   
22

2)(
222

kkkkkkkk

kk yx DDDDDDDD ���
 

�
�

�
 �  

    分子
kkkk DDDD ����� )121)((  

      
kkkk DDDDD ���� )1)((  

      
kkkkkk DDDDDDD ����� �1  
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1

)()2(
�

�� 
kk DDDDD  

      
11 �

� 
kk D

D
D・  

    
11 �� � 

kk DD  

   1

11

22 �

��

 
�

 � k

kk

kk yyx DD  

    
正則連分数の第 3項を 

       
5
21

5
7

�  

とします。 

   ]6,6,
5
21[2

..
��  

   ]2,2,1[]2,2,1[2
.

2

.

2
3

2
.

2

.

2
3

33 xx
y
yxx

y
yx

�� �
�

�  

関数電卓計算を記述します。まず、 2の整数部分の１を引きます。 
   414213562.012  �  
この数値を、第 3 項の（分子数―分母数）で割ります。ここでは、２で割ります。そし
て、逆数を作ってください。 

   207106781.0
2

41421362.0
  

   828427125.4
207106781.0

1
  

この数値を越える５が 3y です。この５を引いて、逆数を作ります。 

   828427126.5
5828427125.4

1
� 

�
 

この数値に６を加えて、逆数を作ります。 

   828427164.5
171572874.0

1
6828427126.5

1
  

��
 

ここでも本来は、 828427126.5 です。６を引いて、逆数を作ります。 

   828427126.5828427164.5
17157274.0

1
6828427126.5

1
�{� 

�
 

�
 

従って、以上の計算が循環していきます。 
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行列計算は、次のようにします。 

    ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
5
7

0
1

15
17

0
1

01
15

01
21

 

    ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�
�

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�
�

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§�
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
29
41

0
1

529
741

0
1

01
16

01
15

01
21

 

    ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�
�

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
��
��

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§�
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
169
239

0
1

29169
41239

0
1

01
16

01
16

01
15

01
21

 

        ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�
�

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§�
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§�
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
985

1393
0
1

169985
2391393

0
1

01
16

01
16

01
16

01
15

01
21

 

 
・ 3 m  とすると、 

kkkkkkk xxxxxxxx � � �� ���� 33
3

336 1472)1(2 ・・・  

      kkkkkkk yyyyyyxy � � �� ���� 33
3

336 1472)1(2 ・・・  

このタイプは、正則連分数の形式を継承します。その様子を見ましょう。 
項番号 ･･･,12,9,6,3,0 の正則連分数について、 ･･･,12,9,6,3,0 k を代入することに 
 より、 

   ･･･,
13860
19601,

985
1393,

70
99,

5
7,

0
1  

 を得ます。 
  

 
 関数電卓での計算を記述します。 

     
071067812.725  

  ここから、普通の正則連分数計算をしていきます。この数値から５を引いて、逆数を作

ります。 

     
07106781.14

7071067812.7
1

 
�  

 この数値から１４を引いて逆数を作ると、 

     
07106721.14

1407106781.14
1

 
�  

 正式な値は、上記のものです。従って、正則連分数成分のように１４が循環します。 

]14;7[25
.

 
  

]2;[2
.

333 xxy  
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]14;7[
5
12

.
 

 

  ¿
¾
½

¯
®
­ ･･･・ ,

39005
275807,

2772
19601,

197
1393,

14
99,

1
7

5
1

 

  ¿
¾
½

¯
®
­ ･･･,

195025
275807,

13860
19601,

985
1393,

70
99,

5
7

 
   

  
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
70
99

0
1

570
799

0
1

01
114

05
17

 

  
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
985

1393
0
1

70985
991393

0
1

01
114

01
114

05
17

 

  
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
13860
19601

0
1

98513860
139319601

0
1

01
114

01
114

01
114

05
17

 
 

      項番号 ･･･,13,10,7,4,1  の正則連分数について、 ･･･,13,10,7,4,1 k を代入して、   

     ･･･,
33461
47321,

2378
3363,

169
239,

12
17,

1
1  

   を得ます。正則連分数の第 4項を、 

      
12
51

12
17

�  

   として、前述の計算をします。 
      414213562.012  �  

      082842712.0
5

414213562.0
  

      07106781.12
082842712.0

1
  

      07106781.14
1207106781.12

1
 

�
 

    07106917.14
1407106781.14

1
 

�
 

 正式な値は、上記のものです。従って、正則連分数成分のように１４が循環します。 

]14,
12
51[2

.
� 

 
]2,1[]2,1[2

.

3
4

3
.

3
4

44 x
y
yx

y
yx

� 
�

� 
 

 

  
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
12
17

0
1

112
117

0
1

01
112

01
51
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¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
169
239

0
1

12169
17239

0
1

01
114

01
112

01
51

 

  
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
2378
3363

0
1

1692378
2393363

0
1

01
114

01
114

01
112

01
51

 
 

・ 4 m  とすると、
 

kkkkkkk xxxxxxxx � � �� ���� 44
4

448 34172)1(2 ・・  

      kkkkkkk yyyyyyxy � � �� ���� 44
4

448 34172)1(2 ・・  

 これ以降、数式変形と行列計算を省略します。 
項番号 ･･･,16,12,8,4,0 である部分分数列について  

  ･･･,
15994428
22619537,

470832
665857,

13860
19601,

408
577,

12
17,

0
1  

    ]34,34;17[212
..

� 
 

]2,2;[2
.

4

.

444 xxxy � 
 

]34,34;17[
12
12

..
�  

 項番号 ･･･,17,13,9,5,1 である部分分数列について 

   ･･･,
38613965
54608393,

1136689
1607521,

33461
47321,

985
1393,

29
41,

1
1  

     ]34,34,
29
121[2

..
��  ]2,2,1[2

.

4

.

4
5

55 xx
y

yx
�

�
�  

                                     ]2,2,1[
.

4

.

4
5

4 xx
y
y
��   

・ 5 m  とすると、 

kkkkkkk xxxxxxxx � � �� ���� 55
5

5510 82412)1(2 ・・・  

      kkkkkkk yyyyyyxy � � �� ���� 55
5

5510 82412)1(2 ・・・  

 項番号 ･･･,20,15,10,5,0 である部分分数列について 

   ･･･,
1311738121
1855077841,

15994428
22619537,

195025
275807,

2378
3363,

29
41,

0
1  

    ]82;41[229
.

 
 

]2;[2
.

555 xxy  
 

]82;41[
29
12

.
 

 
 
 項番号 ･･･,21,16,11,6,1 である部分分数列について 
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   ･･･,
3166815962
4478554083,

38613965
54608393,

470832
665857,

5741
8119,

70
99,

1
1  

         ]82,
70
291[2

.
� 

 
]2,1[2

.

5
6

66 x
y

yx �
� 

 

                              
]2,1[

.

5
6

5 x
y
y
� 

 
・ 6 m  とすると、 

kkkkkkk xxxxxxxx � � �� ���� 66
6

6612 198992)1(2 ・・・  

       kkkkkkk yyyyyyxy � � �� ���� 66
6

6612 198992)1(2 ・・・  

 項番号 ･･･,24,18,12,6,0 である部分分数列について 

   ･･･,
501075785203
991521390024,

543339720
768398401,

2744210
3880899,

13860
19601,

70
99,

0
1  

     ]198,198;99[270
..

� 
 

]2,2;[2
.

6

.

666 xxxy � 
 

]198,198;99[
70
12

..
�  

 項番号 ･･･,25,19,13,7,1 である部分分数列について 

   ･･･,
492597175228
993672960431,

1311738121
1855077841,

6625109
9369319,

33461
47321,

169
239,

1
1  

     ]198,198,
169
701[2

..
�� 

 
]2,2,1[2

.

6

.

6
7

77 xx
y

yx
�

�
� 

 

                   ]2,2,1[
.

6

.

6
7

6 xx
y
y
��  

・ 7 m  とすると、 

kkkkkkk xxxxxxxx � � �� ���� 77
7

7714 4782392)1(2 ・・・  

      kkkkkkk yyyyyyxy � � �� ���� 77
7

7714 4782392)1(2 ・・・  

 
 項番号 ･･･,28,21,14,7,0 である部分分数列について 

   ･･･,
8218822750406

27591247725328,
21845755605
72610292609,

38613965
54608393,

80782
114243,

169
239,

0
1  

          ]478;239[2169
.

 
 

]2;[2
.

777 xxy  
 

]478;239[
169

12
.

 
 

 
項番号 ･･･,29,22,15,8,1 である部分分数列について 
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  ･･･,
95802130000368
64013012275409,

94456048214
16301803820,

93222358
131836323,

195025
275807,

408
577,

1
1  

         ]478,
408
1691[2

.
� 

 
]2,1[2

.

7
8

88 x
y

yx �
� 

 

                                 
]2,1[

.

7
8

7 x
y
y
� 

 
 
・ 8 m  とすると、 

kkkkkkk xxxxxxxx � � �� ���� 88
8

8816 11545772)1(2 ・・・  

      kkkkkkk yyyyyyxy � � �� ���� 88
8

8816 11545772)1(2 ・・・  

 項番号 ･･･,32,24,16,8,0 である部分分数列について 

   ･･･,
796727235731118

1887371023286908,
486270135660
978867310888,

543339720
768398401,

470832
665857,

408
577,

0
1  

]1154,1154;577[2408
..

� 
 

]2,2;[2
.

8

.

888 xxxy � 
  

  項番号 ･･･,39,32,25,17,9,1 である部分分数列について 

   ･･･,
090652997137963
706074238593155,

486270135660
978867310888,

1311738121
1855077841,

1136689
1607521,

985
1393,

1
1  

      ]1154,1154,
985
4081[2

..
��  ]2,2,1[2

.

8

.

8
9

99 xx
y

yx
�

�
�  

                                         ]2,2,1[
.

8

.

8
9

8 xx
y
y
��  

・ 9 m  とすると、 

kkkkkkk xxxxxxxx � � �� ���� 99
9

9918 278613932)1(2 ・・・  

      kkkkkkk yyyyyyxy � � �� ���� 99
9

9918 278613932)1(2 ・・・  

 
 項番号 ･･･,45,36,27,18,9,0 である部分分数列について 

   ･･･,
45399255934181792
47591938392200372,

95802130000368
64013012275409,

7645370045
71081218600,

2744210
3880899,

985
1393,

0
1  

 

       
]2786;1393[2985

.
 

 
]2;[2

.

999 xxy  
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]2786;1393[

985
12

.
 

 
項番号 ･･･,37,28,19,10,1 である部分分数列について

 

  
･･･,

492991181432638216
738390432026056395,

59815142275778
55617272276147,

21845755605
72610292609,

6625109
9369319,

2378
3363,

1
1

 

   
]2786,

2378
9851[2

.
� 

 
]2,1[2

.

9
10

1010 x
y

yx �
� 

 

                              
]2,1[

.

9
10

9 x
y
y

� 
 

 
以上のことから、帰納的に発展させることができます。参考文献はありません。 
 
私的通信：千葉県立柏稜高校 西川 誠 


