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ペル方程式の拡張 
２００８年８月２５日 
北海道岩見沢農業高校 

加藤秀隆 
 
０．はじめに 

Dを平方数以外の自然数として、 122 r � Dyx を満たす自然数の最小解を求める問

題を通称ペル方程式と呼んでいます。Dを平方数以外の有理数にしても、自然数のとき
と同様にペル方程式（強１）を満たす最小の自然数解を求めることができ、一般解も求

めることができます。弱１をもつ有理数もあります。 yx, は、 D を最良に近似する正

則連分数の分子数、分母数になります。 
 

１．Dが１より大きな有理数の場合 
  自然数の場合と全く同じ正則連分数計算ができます。有理化した数値から正則連分数

を求め方向が最善です。関数電卓により追跡することもできます。具体例により示しま

す。 
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 また、電卓計算、自然数の平方根の正則連分数計算に従うと、 
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 ここで 
2
32222 ･yxDyx � � により、右辺定数を計算すると、 
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322  � ･yx を満たす最小の自然数解は 4,5   yx であり、一般解 YX , は、 
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 になります。この右辺の累乗計算式を 6に成り立つペル方程式（強１）を作り出す数式
から得ることができます。 1622  � ･yx を満たす最小の自然数解は、 

    62524515515 22 � � �� ��o xxx  

 から、 2,5   yx です。 1622  � ･yx を満たす自然数の一般解は、 
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 です。この数式を次のように変形しまします。 
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 前述の累乗計算式です。 
 
 もう１つ例示します。 
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3
52222 ･yxDyx � � により、ペル方程式右辺定数を計算すると順に、 
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です。従って、ペル方程式 1
3
522  � ･yx  を満たす自然数の一般解は、 

  

n

YX ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
� �

3
534

3
5  

により得ることができます。ところで、
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 なので、 15に成り立つペル方程

式（強１）から
3
5
のペル方程式（強１）の一般解を得ることができます。 
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です。 
 
２．Dが０と１の間の有理数（分数）の場合 
  有理化した数値から正則連分数を求める方向が最善です。関数電卓により追跡するこ

ともできますが正則になりません。具体例により示します。 
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2
122 ･yx � によりペル方程式右辺定数を計算すると順に、 
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  弱１に属する初期値の正則連分数からのペル方程式の一般項は、 
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 強１に属する初期値の正則連分数からのペル方程式の一般項は、 
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 です。 
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 から 2の正則連分数の逆数を並べてみます。 
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2
122 ･yx � によりペル方程式右辺定数を計算すると順に、 
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2
1
の数値自体に、電卓計算や自然数の平方根の正則連分数計算を適用してみます。 

   ]2,1;0[],2,2,2,1;0[
2
1 .

  ･･･  

     ･･･,
99
70,

41
29,

17
12,

7
5,

3
2,

1
1,

1
0
  

  2の正則連分数の逆数の流れと重なります。前述のように 
2
122 ･yx � によるペル方

程式右辺定数には整数値が現れませんが、前述のペル方程式右辺定数値をとる正則連分

数を作ることができます。 
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 2について成り立つペル方程式（強１）の一般解を得る数式から、
2
1
についてのペ

ル方的式（強１）の一般解を作る数式を作ることができます。 
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 ここでも、もう１つ例示します。
3
2
について、 
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222 ･yx � によりペル方程式右辺定数を計算すると順に、 
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 ペル方程式（強１）を満たす自然数の一般解は、 
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 により求めることができます。展開計算してみてください。 
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についての正則連分数計算を自然数の平方根と同様に電卓、プログラム計算すると、 
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これらの近似分数群からペル方程式右辺定数が整数値をとる前述の普通の意味での正則連

分数を得ることができます。 
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に関するペル方程式（強１）を満たす自然数の一般解を 6  のものから得ること

ができます。 1622  � ･yx を満たす自然数の一般解は、 
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 でした。この数式を次のように変形しまします。 



6 
 

    � �
nnn

n
YX ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
� ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
� ¸

¹
·

¨
©
§ � � �

3
265

9
6656

3
65625

3
2  

  前述した数式に一致します。 
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