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1 動機

旧版の教科書数学Ｂの “確率分布と統計的な推測 ”に、次のような節末コラムが
ある：

ガウス分布� �
正規分布は「ガウス分布」と呼ばれることもあります。
ドイツの数学者ガウス（1777年～1855年）が、測定誤差の研究中に発見
しました。鶏の卵の重さや人間の身長など、自然発生した数量の分布は、
近似的に正規分布に従う事が知られています。
また、ある規格の製品について、規格の数値と実際の製品の数値との誤
差の分布を調べると、それは正規分布で近似されます。
あなたの身のまわりのデータについて、そのことを確認してみましょう。� �

正規分布（ガウス分布）の密度関数は 1√
2πσ

e−(x−m)2/2σ2であり、2項分布 nCrp
rqn−r

の nが非常に大きい場合に近似になるという、中心極限定理：

√
npq nCx pxqn−x ≊

1√
2π

e
− 1

2

(
x−np√

npq

)2

の証明はいろいろ見かけるが、誤差との関係から密度関数をどのように導出するか
不明であった。ネット検索していて、新潟大学工学部技術職員の野本隆宏 氏 による
説明を見つけた1）。非常に小気味よい導出であった。自分流に書き換えて以下に紹介
する。

2 ガウス分布の導出

2.1 誤差の公理
真の値X をもつある量の測定を行う。測定に伴う誤差について経験にもとづく次の

ガウスの公理がある：
ガウスの公理� �

(i)大きさの等しい正と負の誤差は等しい確率で生じる。
(ii)小さい誤差は大きい誤差より起こりやすい。
(iii)ある限界値より大きな誤差は実際上起こらない。� �

1） https://www.eng.niigata-u.ac.jp/ nomoto/7.html
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ある測定をして得られた測定値を xとする。誤差 εは ε = x − X である。誤差が発
生する確率を誤差 εの関数とし、その確率密度関数を f(ε) と置く。誤差が [ε, ε + dε]
に入る確率は f(ε)dεである。dε = dx なので、確率は f(x − X)dx である。
目標は確率密度関数 f(x)を求めることである。

2.2 n回試行
　同じ条件で測定を n回行い、測定値が x1, x2, · · · , xnから dx の範囲に入る確率は

f(x1 − X)dx · f(x2 − X)dx · · · f(xn − X)dx

であり確率密度関数は P = f(x1 − X) · f(x2 − X) · · · f(xn − X)である。真の値 X は
観測値の平均 x̄として推定する。つまり、x̄は

x̄ = x1 + x2 + · · · + xn

n
(1)

である。ガウスの公理 (ⅰ),(ⅱ) より、P = f(x1 − X) · f(x2 − X) · · · f(xn − X) は
x1 = x2 = · · · = xn = X のときに最大値を取る。

P の X を変数と見て、経験則：“ P (X)は X = x̄で最大値を取る ”を適用しよう。
つまり P ′(x̄) = 0を条件に課す。

P ′(X) = −P (X)
n∑

k=1

f ′(xk − X)
f(xk − X)

∴
n∑

k=1

f ′(xk − x̄)
f(xk − x̄)

= 0 (2)

2.3 関数方程式
ここで、F (x) = f ′(x)

f(x)
とおき、Xk = xk − x̄ (k = 1, 2, · · · , n) とおくと、(2) は

n∑
k=1

F (Xk) = 0と表せる。(1)は
n∑

k=1
Xk = 0 と同値である。つまり、F は次の関数方程

式を満たすことがわかった。
n∑

k=1
Xk = 0 =⇒

n∑
k=1

F (Xk) = 0 (3)

関数方程式 (3)を満たす関数がどんな関数かが決定できれば良い。
関数 F (x)が連続であることも条件に課して話しを進めることにする。

2.4 関数方程式を解く
任意の nについて (3)は成り立つので、必要条件として n = 3の場合を考えてみる。

つまり、次のことが成り立つ。

X1 + X2 + X3 = 0 =⇒ F (X1) + F (X2) + F (X3) = 0 (4)
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(4)でX1 = X2 = X3 = 0のときを考えると、3F (0) = 0つまり

F (0) = 0 (5)

がわかる。また、(4)で X1 = X , X2 = −X , X3 = 0のときを考えると、(5)を加味
して、任意のX に対して

F (−X) = −F (X) (6)

が成り立つことがわかる。(4)の条件は X3 = −(X1 + X2)と同値であるから、今得た
(6)から、(4)は次と同値である。

F (X1 + X2) = F (X1) + F (X2) (7)

　 (7)は有名なコーシーの関数方程式で、F (X)が連続であれば、定数 aが存在して
F (x) = axとなる（大学入試に出されたりする。解の導出例：p.5を参照）。

2.5 f(x)の実像浮揚

F (x) = ax であることがわかったので、F (x) = f ′(x)
f(x)

であったことを思い出すと

f ′(x)
f(x)

= ax

(log f(x))′ = f ′(x)
f(x)

∴ log f(x) = a

2
x2 + C

∴ f(x) = C ′e
a
2 x2 （但し、C ′ = e C） (8)

次に、(8)は n ̸= 3の場合にも (3)の元の条件である P ′(x) = 0を満たすことを調べる。

P (X) =
n∏

k=1
C ′e

a
2 (xk−X)2

P ′(X) =
n∑

i=1

{
−a(xi − X)

n∏
k=1

C ′e
a
2 (xk−X)2

}

=
n∑

i=1
{−a(xi − X)}

n∏
k=1

C ′e
a
2 (xk−X)2

= −a {(x1 + x2 + · · · + xn) − nX}
n∏

k=1
C ′e

a
2 (xk−X)2

よって、P ′(x̄) = 0である（任意の自然数 nについて）。
f(x)がどんな関数か　

おぼろげ
朧気　ながら (8)という姿を見せてきた（まだ、必要条件でしか

ない）。十分条件の確認作業：ガウスの公理を満たすかどうかのチェックが残って
いる。
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2.6 f(x)の結像

(8)のとき、f(x) は偶関数であり、ガウスの公理 (ⅰ)は満たされている。公理 (ⅱ)に
ついては f(x) が単調減少関数であることを要求されるが、(8)の場合 a < 0であるこ
とと同値。また、a < 0であれば、 lim

|x|→0
f(x) = 0であり、ガウスの公理 (ⅲ)は自動的に

満たされる。この後の式変形等で見やすくする為に、a < 0を考慮して f(x)を次のよ
うに表しておく。

f(x) = C ′e− a
2 x2 （但し、a > 0） (9)

最後に、密度関数であるための条件を調べよう。
∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ ∞

−∞
C ′e− a

2 x2dx

=
√

2
a

C ′
∫ ∞

−∞
e−t2dt （x =

√
2
a

t と置換）

=
√

2π

a
C ′

(
∵

∫ ∞

−∞
e−t2dt =

√
π：p.6付録を参照

)
(10)

密度関数である為に
∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1が条件となる。√

2π

a
C ′ = 1 ∴ C ′ =

√
a

2π
(11)

　以上で f(x)の姿が明らかになった。f(x)は (9),(11)より、

f(x) =
√

a

2π
e− a

2 x2 （但し、a > 0） (12)

　この分布の平均が 0であるのは明らかで、分散 σ2を計算すると、

σ2 =
√

a

2π

∫ ∞

−∞
x2e− a

2 x2dx

=
√

a

2π
lim
p→∞

q→−∞

{[
− 2

a
xe− a

2 x2
]p

q
−

∫ p

q

(
− 1

a
e− a

2 x2
)

dx
}

=
√

a

2π
· 1

a

∫ ∞

−∞
e− a

2 x2dx

= 1
a

よって、(12)を σ で表し直すと f(x) = 1√
2π σ

e− x2
2σ2 であり、分布の平均が mの場

合：N(m , σ2)のときの密度関数は

f(x) = 1√
2π σ

e− (x−m)2

2σ2

　誤差と正規分布密度関数の関係は以上で終わる。
最後に (7)の所で使ったコーシーの関数方程式について記す。
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2.7 コーシーの関数方程式
Rで定義された連続関数 f(x)で、任意の x, yに対して

f(x + y) = f(x) + f(y) (13)

を満たす関数は f(x) = ax（但し、aは定数）というタイプのものしかないことが示せ
る（このタイプの関数が (13)を満たすことは明らか）。(13)は “コーシーの関数方程
式 ”と呼ばれている。
（コーシーの関数方程式の解が f(x) = ax であることの証明）

(13)で y = 0の場合を考えると f(x) = f(x) + f(0) なので、

f(0) = 0 (14)

が成り立つ。(13)で y = −xの場合を考えると f(0) = f(x) + f(−x) であり、(14)より

f(−x) = −f(x) (15)

が成り立つ。(13)を利用すると、数学的帰納法により任意の実数 xと任意の自然数 n

について、

f(nx) = nf(x) (16)

が成り立つことがわかる。このことから、任意の自然数について、f(n) = f(1) · n が
成り立つ。ここで、f(1) = aとおくと、f(n) = anとなるが、(14),(15)から nが全て
の整数のときにもなり立つことは明らかなので、任意の整数 nについて

f(n) = an （nは任意の整数） (17)

がなりたつ。(16)で x = 1
n
とすると a = nf

( 1
n

)
となり、任意の自然数 nについて

f
( 1

n

)
= a · 1

n
(18)

がなりたつ。mを任意の自然数として、(16)において x = 1
m
を考えると、

f
(

n

m

)
= nf

( 1
m

)
= a · n

m
(∵ (18) )

が得られ、任意の正の有理数 pについて、f(p) = apが成り立ち、(15)より

f(p) = ap （ pは任意の有理数） (19)

であることがわかる。
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x を任意の実数とする。このとき、数列 {xn} で、どの xn も有理数であり、
lim
n→∞

xn = xとなるものがある。

f(xn) = axn (∵ (19) ) (20)

f は連続関数であったから

lim
n→∞

f(xn) = f( lim
n→∞

xn)

= f(x) (21)

(20)の両辺において lim
n→∞

をとると、(21)より、

f(x) = ax

がわかり、証明された。

（注）f(x)が微分可能だとわかっていた場合は証明は次のようにずっと簡単になる。
pを任意の定数として (13)において y = pとすると、

f(x + p) = f(x) + f(p)

となる。ここで、両辺は xの微分可能な関数であり、両辺を微分すると、

f ′(x + p) = f ′(x)

pは任意の定数であったので、上式は f ′(x)が定数関数であることを示している。よっ
て、f ′(x) = a（a：定数）とおくと、f(x) = ax + b（a, b：定数）がわかる。(14)より
b = 0がわかり、

f(x) = ax

が示される。

2.8 付録（ガウス積分の値を高校で）
(10)で、

∫ ∞

−∞
e−t2dt =

√
π を使った。広義積分で高校の範囲を超えるが、積分範囲

に∞が登場するだけで、入試問題としては逸脱事項になったとしても、高校数学の
（極く自然な）延長線上の理解可能事項だと思う。運算自身にそう面倒や厄介はなさそ
うなので、探求・考究として扱えると思っている。

xy平面と曲面 z = e−(x2+y2) で囲まれた体積 V を二つの方法：ある方向を軸として、
軸に垂直な平面で切った切り口の断面積を積分する方法であり、その方向を 2種類用
意して求める。
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＜ z軸に垂直な平面 z = t (0 < t ≦ 1)の切り口面積を tで積分＞
　平面 z = t での局面 z = e−(x2+y2) の切り口は

e−(x2+y2) = t ∴ x2 + y2 = − log t

で、半径√
− log t の円であり、切り口の面積は −π log tとなる。よって、

V =
∫ 1

0
(−π log t)dt = −π

[
t log t − t

]1

0
= π − lim

r→+0
r log r = π (22)

＜ x軸に垂直な平面 x = tの切り口面積を tで積分＞
　平面 x = t での局面 z = e−(x2+y2) の切り口は z = e−(t2+y2) でその面積は

∫ ∞

−∞
e−(t2+y2)dy = e−t2

∫ ∞

−∞
e−y2dy

となる。よって、

V =
∫ ∞

−∞

(
e−t2

∫ ∞

−∞
e−y2dy

)
dt =

(∫ ∞

−∞
e−t2dt

)2
(23)

(22),(23)より
(∫ ∞

−∞
e−t2dt

)2
= π ∴

∫ ∞

−∞
e−t2dt =

√
π
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