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台形に潜むいろいろな平均 

札幌旭丘高校 中村文則 

 

○台形に調和平均・相加平均をみる 

 

右図の台形 ABCD において、 AB a= 、 DC b= とする。 

PF の長さを ,a b を用いて表してみよう。 

BF x= 、 FC y= 、 PF c= とすると、 

ABC PFC∆ ∆∽  であることから、 : :PF AB CF BC= より、 

c y

a x y
=

+
 ……① 

 DBC PBF∆ ∆∽  であることから、 : :PF DC BF BC= より、 

     

c x

b x y
=

+
 ……② 

①、②を辺々加えると、 

  

1 1 x y
c

a b x y

+ + =  + 
 より、 

1 1 1

a b c
+ =  

となる。ここで、 EP PF c= = であることより、 

  

2 2
2

1 1
ab

EF c
a b

a b

= = =
++

  

すなわち、線分 EF の長さは、 ABとCD の調和平均になっている。 

台形の上底、下底の長さを 2 数とするとき、対角線の交点を通り上底、下底に平行に引いた線分を引くだ

けで、調和平均の値を示すことができることになる。 

では、相加平均、相乗平均の値は台形のどこに潜んでいるだろうか。 

相加平均は簡単である。辺 AD、 BC の中点をそれぞれ M 、 N とする

とき、線分 MN の長さが相加平均になる。 

これは、対角線 AC と線分 MN との交点を P とすると、 

三角形CAB および三角形 ACD に 2辺中点連結定理を用いて、 

1 1

2 2 2

a b
MN MP PN CD AB

+= + = + =  

となることからわかる。 

 相乗平均は、代数的には二次方程式の解の作図である。 

ABを斜辺とする直角三角形 ABC において、頂点C から対辺 ABに下ろした垂

線の足を H ととすると、 ACH CBH∆ ∆∽ であることより、 

: :AH HC CH HB= から、 

  

2CH AH BH ab= ⋅ =  

これから、 ,a b の相乗平均は線分CH の長さである。 

すなわち、相乗平均 ab の長さは ABを直径とする円を用いることでその作図

が可能になる。 

台形 ABCD でその位置を幾何的に考えてみよう。 

「相加平均≧相乗平均≧調和平均」の関係より、相乗平均の長さは、そ

れぞれ相加平均、相乗平均の長さを表す線分 EF と線分 MN の間に引いた

BC に垂直な線分 ST になる。その存在は分かるが線分 ST は、どこに引け

ばいいだろうか。 ST ab=  とすると、 

   : : :AB ST a ab a b= =   : : :ST DC ab b a b= =  

台形 ABST と台形 STCD は相似になり、その面積比は :a b になる。 

すなわち、 : : :AS SD BT TC a b= =  

となるように線分 ST を引けばいいことになる。 

 これから相乗平均を表す線分を求めることは、「台形をその上底・下底

に平行な直線で相似な 2つの台形に分割する」作図法を示すことになる。 
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○相加平均・相乗平均・調和平均が表す比 

   

台形 ABCD の上底 AB 、下底CD の長さをそれぞれ ,a b とするとき、 

各平均により、台形の高さ BC はどのように比に分けられるだろうか。 

相乗平均は、相似な 2 つの台形になるから台形の高さ BC を :a b の

比に分ける。また、相加平均は BC は、1 :1の比に分けます。 

調和平均は、対角線 AC と BD の交点を P とすると、 ABP CDP∆ ∆∽ で

あることから、2 つの三角形の相似比 :a b の比に分ける。 

このとき、各平均を表す線分により分けられる 2 つの台形の面積 1S と

2S の比を求めてみよう。 

 相加平均の場合は、2 つの台形の高さは等しく、上底と下底の和の比

になることより、 

  1 2: : (3 ) : ( 3 )
2 2

a b a b
S S a b a b a b

+ +   = + + = + +   
   

 

 相乗平均の場合は、2 つの台形は相似であるため、面積比は相似比の平方になり、 

  1 2: :S S a b=  

 調和平均は、高さの比が :a b であることより、 

    

2 2
1 2

2 2
: : ( 3 ) : (3 )

ab ab
S S a a b b a a b b a b

a b a b
   = + + = + +   + +     

 となる。各平均における 2 つの面積比の和は、 

相加平均の場合は、 1 2S S a b+ = + 1 2 (3 ) ( 3 ) 4( )S S a b a b a b+ = + + + = +
 

相乗平均の場合は、 1 2S S a b+ = +
 

調和平均の場合は、

2 2 3
1 2 ( 3 ) (3 ) ( )S S a a b b a b a b+ = + + + = +

 
台形の面積を

34( )S a b= + とし、相乗平均を表す ST が、相加平均、相乗平均を表す EF 、 MN で作られる

台形 EFNM をどのような面積比に分けるか調べてみよう。 

 台形 EFTS の面積 4S は、

2 2
4 4 ( ) 4 ( 3 ) 4 ( )S a a b a a b ab b a= + − + = −  

 台形 STNM の面積 5S は、

2 2 2
5 (3 )( ) 4 ( ) ( ) ( )S a b a b a a b a b b a= + + − + = + −  

 ∴ ( )
2

2
2 2

4 5: 4 ( ) : ( ) ( ) 4 : ( ) :
2

a b
S S ab b a a b b a ab a b ab

+ = − + − = + =  
   

 すなわち、面積は、相乗平均と相加平均のそれぞれの平方の比に分け

られる。またこのとき、 

 

 

( )2

4

1 1 2
( )

2 2 2( )

ab a bab
S EF ST FT ab FT FT

a b a b

+ = + = + = + + 
 

 

 

( )2

5

1 1
( )

2 2 2 4

a ba b
S ST MN TN ab TN TN

++ = + = + = 
   

4 5: :
2

a b
S S abFT TN

+=  より : :
2

a b
FT TN ab

+=
 

2 つの台形の高さの比は、相乗平均と相加平均の比になっている。 

また、 FT k ab= 、

( )

2

k a b
TN

+= とすると、 

2 1 2

( )

EF ab ab

FT a b k a bk ab
= ⋅ =

+ +
、 

2 2

( ) ( )

ST ab
ab

TN k a b k a b
= ⋅ =

+ +
 

すなわち、 / /ET SN であり、同様に、

1ST MN

FT TN k
= = であるから、 / /FS TM も示される。

 
  以上のことより、台形 EFTS と台形 STNM は相似であることがわかり、実は 

「2数の相乗平均は、2数の調和平均と相加平均の相乗平均」 

という単純な結論に帰着する。 

    

2

2

ab a b
ab

a b

+⋅ =
+

 ⇒ 相加・相乗・調和がひとつの関係式で表現される 
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○相加平均を上底、調和平均を下底とする台形の対角線から相乗平均を引き出す 

    

  図の台形 ABCD の調和平均、相加平均を表す線分 EF 、MN に対し、台形 EFNM の

対角線 EN の長さが相乗平均になるときの、線分 BC の長さを求める。 

 BC h= とする。 

: :BF FC a b= より、

a
BF h

a b
=

+
 

 N は BC の中点より、

2

h
BN =  

 これより、

2 2 2

h a b a
FN BN BF h h

a b a b

−= − = − =
+ +  

……(*) 

 

2ab
EF

a b
=

+
、 EN ab= であるから、直角三角形 EFN において三平方の定理より、 

   ( )
2 2 2 2 22 ( ) 4 ( )2 ( )

2( )

ab a b a b ab b ab a ab ab b a
FN h ab

b a a b a b a b b a

+ − −− − = = − = = = + + + + + 
 

 これより、 

2h ab=   

を得る。 

 このことを用いると相乗平均の長さの作図ができる。 

 台形 ABCD の辺CD の長さ b を、辺 BAの A の延長上にとった

線分を 1AD とする。 

 1BD a b= + を直径とする円を描き、点 A から 1BD に垂直に引

いた直線と円との交点を P とすると 

   AP ab=  

となる。次に BN ab= である点 N を中心として、半径 ab の

円を描き、直線 BC との B 以外の交点をC′とする。 BC に垂直

な線分C D′ ′ を長さが b になるようにとる。このときできる四角

形 ABC D′ ′ が、相乗平均を対角線の長さとする台形になる。 

 台形 EFNM をみると、上底 EF は調和平均、下底 MN は相加

平均、そして対角線 EN は相乗平均であり、3 つの平均を表す線

分により作られている。 

また、台形 ABNM をみると、 

2 2

a b b a
MP MN PN a

+ −= − = − =  

であることより、 
2 2

2 2 ( )

2 4 2

b a a b a b
AM AP PM ab

− + + = + = + = = 
 

 

すなわち、 AM MN= となる。 

また、(*)より、

( )ab b a
FN

a b

−=
+

 であるから、 

( )
: : : ( ) : ( )

ab b a
AM EM BN FN ab a b b a

a b

−= = = + −
+

 

これから、 

2

b a b a
EM AM

a b

− −= =
+

  

よって、

2 2

a b b a
AE AM EM a

+ −= − = − =  

すなわち、 AB AE=  である。 

そして、このことより、 AE EN⊥ であり、直線 AM は、BC ′ を直径とする円

の接線になっている。 

このように、台形 ABNM は平均のいろいろな関係が潜んでいる。 
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○調和平均から相乗平均を引き出す 

 

 AB a= 、 1BC = である線分を右図のように配置し、 AC に平行でない適

当な直線 ℓ上に、 1AD = となるように点 D をとる。BD に平行で点C を通

る直線と ℓとの交点を E とする。 

このとき、 

  : :AB BC AD DE=  

より、 AB DE AD BC⋅ = ⋅ であるから、 

     

1AD DE
DE

AB a

⋅= =  

線分 DE の長さは ABの逆数の長さになる。 

長さ a の逆数

1

a
を用いることで、調和平均から相乗平均の長さを導くことができる。 

 右図で、台形 ABCD の対角線の交点を通り BC に垂直な線分 MN は調和平均の長さを表し、点 N は台形の

高さ BC を :a bの比に分ける。 BN ka= 、 NC kb= とおく。 

次に BC を直径とする円を描き、 MN との交点を P
とすると、 

  PN k ab=  

 これから、 PN を

1

k
倍した長さが相乗平均になる。 

点 P を通り、線分 AN に垂直な直線と、直線 BN との交

点をQ とすると、 

ABN QNP∆ ∽ より、

QN AB

NP BN
=  

ここで、

1AB a

BN ka k
= = より、 

1
QN BN ab

k
= =  

点 N を回転の中心とし、時計回りに 90°回転させて、水平方向にスライドさせると台形の中に相乗平均の長

さを表すことができる。 

 
※この作図法は、「台形の中に相乗平均を配置する方法」について、菅原 満先生(札幌旭丘高校)に質問したところ、考案いただいた方

法をアレンジしたものです。 

 

 

○相加平均・調和平均から相乗平均を引き出す 

 

 長さ ab は、

2

b a+
、

2

b a−
を直角を挟む 2 辺とする直角三角形から、 

2 2

2 2

b a b a
ab

+ −   + =   
   

 

より、その斜辺の長さで与えられる。 

このことを用いると、相乗平均の作図が可能になる。 

 右図の台形 ABCD の、相加平均の長さを表す線分を

MN 、調和平均の長さを表す線分を EF とする。 

MN の延長線と、点 D を通り BC に平行な直線との交

点を H とすると、 

   

2 2

a b b a
MH HN MN b

+ −= − = − =  

 点 M を中心とする半径 MH の円を描く。 

 点 E を通り BC に平行な直線とこの円との交点を P
とすると、 NPが相乗平均の長さを表す線分になる。 

あとは、NPを点 N を中心に回転させてから BC に沿っ

てスライドさせると台形の中に相乗平均が現れる。 
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 理由を示そう。 

 円の外部の点 N から円に引いた接線の接点を P とする。 

   

2

b a
MP

−= 、

2

a b
MN

+=  

であることより、 NP ab= である。 

点 P より線分 HN に下ろした垂線の足をQ とすると、 

MNP PNQ∆ ∆∽ であることより、 

 : :MN NP PN NQ=   ∴ : :
2

a b
ab ab NQ

+ =   

これより、

2ab
NQ

a b
=

+
 

NQ は、 a と b の調和平均である。 

台形 ABCD では、調和平均の長さは対角線の交点より容易に得ることができ

る。調和平均の長さを表す線分 EF を BC に沿ってスライドさせることで、N か

ら引いた接線の接点である点 P が求められるのである。 

なお、円の中心 M を通り BC と平行な直線が円と交わる点を R とする。これより、 

   

2 2 2 2
2 2

2 2 2

a b b a a b
NR NM MR

+ − +   = + = + =   
   

 

 この値を 2 数 ,a b の二乗平均といい、この作図法では、台形の中に潜む二乗平均をみつけることもできる

のである。 

そして、これらの辺、線分で表される平均の長さを比較することで、次の大小関係をみることができる。 

     

2 22

2 2

ab a b a b
ab

a b

+ +
+

≦ ≦ ≦  

 

 

○加重平均を引き出す 

 

 台形 ABCD の辺 BC を :m n の比に内分する点 P を通り BC に垂直な直線と辺 ADとの交点をQ とするとき、

PQ の長さを求めてみよう。 

 対角線 AC と PQ との交点を R とする。 

ABC RPC∆ ∆∽ より、 

: :AB RP BC CP=  これから、

CP n
RP AB a

BC m n
= =

+
 

 ACD ARQ∆ ∆∽ より、 

 : :CD QR AD AQ=  これから、

AQ m
QR CD b

AD m n
= =

+
 

 以上より、

na mb
PQ PR RQ

m n

+= + =
+

 

 この線分 PQ の長さの値を、2 数 a と b に対して、 a の重みを n 、 b の重みを m とする加重平均という。 

すなわち、相加、相乗、調和の各平均は、辺 BC を各平均が表す線分で分けた比を重みとする加重平均とみ

なすことができるのである。 

 例えば、相加平均は、線分 BC を 1:1 に分けることより、 a と b の重みは等しく、 

   

1 1

1 1 2

a b a b⋅ + ⋅ +=
+

 

 相乗平均は、線分 BC を :a b の比に分けることより、 

   

( )ab a bb a a b
ab

a b a b

+⋅ + ⋅ = =
+ +

 

 調和平均は、線分 BC を :a bの比に分けることより、 

   

2b a a b ab

a b a b

⋅ + ⋅ =
+ +

 

 このように、台形に潜むすべての平均の値は高さの比に集約されるのである。 
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