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ずーっと 
White Paperに地図を描くように 
数学を綴りたい気持ちがあった 

だから 
思いつくままペタペタ 
付箋にして貼ってみた 

そこで 
付箋の位置を並べ替えて 
貼り直してみる 

だんだんと 
面白い思考が沸き 
道が浮かんでくる 

でも 
まだ何かが足りない… 

さらに 
思考を深めてみたい 
道を加えてみた 

そのうち 
紙の上が付箋で 
いっぱいになっていた 

ちょっと 
違った見方をしたい 
道を分岐させてみた 

もっと 
分かりやすくしたい 
道に図を描いてみた 

そのうち 
1枚のテンプレートの 
地図ができあがっていた 

1枚の地図や絵として鑑賞したい 
だから 
そこにみえる風景をタイトルにしてみよう 
目で追えるように用紙は横長にしてみよう 
簡潔に用紙1枚にまとめてみよう 

そうしたら 
樹木の枝葉のように 
数学の道が広がっていった 

どんどんと 
新しい思考が増え 
道が延びていく 

数学のイメージを大切にしたい。
だから 
動きのあるグラフにしてみよう 
数学の言葉を図で表現してみよう 
効果的に図を配置をしてみよう 

完成した地図や絵に 

サインをしよう 
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整数(Z) 

負の自然数 

0(零) 自然数(N) 

有理数(Q) 

実数(R) 

分数 

無理数 

複素数(C) 

四元数 

八元数 

虚数 

②マケドニアのアレキサンダー大王が 

インド遠征をしたとき(B.C326 年)に、 

0 の概念が伝えられる。 

その後、6 世紀頃に十進法の表記に、

数としての 0 が使用される 

③イスラム帝国(8 世紀)の頃、 

アラビアに 0 が伝わり 

アラビア数学が発展する 

幕末から明治(17 世紀)にか

けて、オランダより伝わる。 

④1000 年頃、十字軍・スペ

イン人により、欧州に0が数

として戻る。 

明王朝(14～17 世紀)に 

零が 0 として用いられる。 

マヤ文明(B.C300)では

20 進法の位取りとして、 

0 が用いられる。 

①ギリシア文明の頃(B.C500年)

に 0 の概念が芽生える。 

130 年、プトレマイオスは空位

の 0 を 60 進法の表記で使用。 

エジプト文明(B.C3000～) 

では0は普及しなかった。

0 はその形から悪魔を呼び出す

魔法陣の出入口に似ており、 

呪術的な数と見られた。 

また、どんな数とも積が 0 になる

不合理な数でもあり、疎んじられ

広まることはなかった。欧州で

は、2階,1階の下は地下1階であ

り、0 階が抜け(0 階を地上階とい

うこともある)、その名残がある。 

原始時代より、人には指折

り数え、「たくさん」略奪す

る和の概念は、あった。 

やがて集落が生まれ、奪うことだけではなく与え

ることの必要性を人は知り負の概念が生まれる。 

しかし、負数が用いられるようになったのは 6 世

紀のインドであり、その後、15 世紀になってやっ

と欧州に広まる。 

社会が形成され、交易が始まると、得た利益の分配をしなければならない。 

四則演算の除法がここで生まれる。 

国が作られ、人口が増えることで、大きな数を処

理するために乗法の計算が導入される。 

整数までの数は、加減乗について閉じている。 

1辺の長さが1である
正方形の斜辺の長さ 

小数 

有限小数 

循環する無限小数 

循環しない無限小数って？ 

1857 年、ヘンリー・リンド(スコットランド)は、エジプトのナイル湖畔のルクソールという村で、

B.C1700 年頃のアーメスのパビルスを発見する。 

後にリンド・パピルスといわれるこの書物は、世界最古の数学のパズル本であり、1 次方程式・

不定方程式の解法が触れられており、その解は有理数の範囲で求められる。 

しかし、2 次方程式の解は、有理数範囲では求めることができないものもある。 

実数全体は、数直線
上に配置することが
できる。無理数は、
その長さは目で見る
ことはできるが、正
確な値は小数では表
現できない。 

そして、 
神は降臨し、 
円周率πを 

人間に与えた。 

ピタゴラスは B.C500 年頃のギリシアの数学者であり、ピタゴラス学派という教団を作る。 

学派は「万物は数である」ことを教義とし、すべての数は細かい粒子が結びついて構成され

ていると考えた。「三平方の定理」は学派が発見した有名な定理であるが、その斜辺の長さは

有理数で与えられないものもある。このことは学派の教義を否定することになるため、上層部

は「秘密にせよ(アロゴン)」と固く口止めをし、門外秘とし、その事実を漏らしたものは暗殺さ

れたという。しかし皮肉にも学派のシンボルであるある五芒星形にも黄金比という無理数は潜

んでおり、やがて、この学派は市民により追放されるのである。 

2
34

5

6

7

8

1

1

O x

コンパスを回せば 
無理数がみえる!! 

すべての実数が数
直線上にあるな
ら、直線の上方や
下方に配置した数
はなんだろう? 

0
1

i

2 1i = −

3i i= −

1 2i+2 2 2x x= ⇒ =

無理数は、2 次方程式の解として得られる。 

有理数を係数とする高次方程式の解を代数

的数というが、無理数の中にはこのような方

程式からは求められない不思議な数もあ

る。その代表的なものとして、円周率πや、

ネイピア数eといったものが知られており、こ

れらの数を超越数という。 

16 世紀、イタリアの数学者カルダノは 3 次方程式の一般解を求めようとする過程で、「平方すると負になる数」

が必要であることに気づく。17 世紀になって、直交座標を考案したデカルトは、このような実在しない数を虚

数とよぶ。1831 年、ガウスは実数全体が数直線上に配置できるならば、その上にこの実在しない数を配置す

ることで、虚数の存在を示した。 

 実数に虚数を合わせた複素数を用いることで、流体力学の基本概念が説明でき、人類は空そして宇宙への

一歩を踏み出すのである。 

ガウス平面 

複素数は、 
ロケットを宇宙に 
飛ばせるのだ。 

1843 年、ハミルトン(アイルランド)は複素数

を拡張した四元数を考案する。四元数は、

4 次元内で視覚化することができる。 

この数の概念はコンピュータの 3D グラフッ

クスなど IT の先端技術に利用されている。 

そして、八元数が考案され、数の道はさら

に延びていく。 

ハミルトン数 

ケーリー数 

6

0はどこから来たの 

2 1i = − ということは 

1i = ± −  愛は負数を包む 
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2 22a ab b= + +2 2 2a b ab+ + = 2( )a b+

2

2 2 2

2 2 2

( )

2 2 2

2 2 2

a b c

a b c ab ac bc

a b c ab bc ca

+ +
= + + + + +
= + + + + +

2

2 2 2 2

( )

2 2 2

2 2

2

a b c d

a b c d

ab ac ad

bc bd

cd

+ + +
= + + +

+ + +
+ +
+

3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b+ = + + +

1

1 1

21 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

4 4 3 2 2 3 4( ) 4 6 4a b a a b a b ab b+ = + + + +

2乗して2数を掛けて2倍 

次数を増やす 項数を増やす 

( )2

5 3 (5 3) 2 5 3− = + − × 2 2 22 ( )x ax x a a+ = + −

a は降べきの順、 
b は昇べきの順 
各項の係数は、 
パスカルの三角形 
で得られる。 

哲学者・数学者・物理学者・神学者といっ
たマルチ学者であったパスカルが考案した
もの。 
彼は、つぎの 有名な言葉を残している。 

人間は考える葦である(パンセ) 2数の積は、 
a を含むものを考え、次
にa を含まないでb を含
むものというように求
めていく。 

a

c b

数学は形式美を重んじる。 
a b c a→ → → →⋯  
のような文字の並びの式を 

「輪環式」 
という。 
 

3 項 

4 項 

3 次 

4 次 

2 2 2( ) 2a b a b ab+ = + −

2 次式から、完全平方式を
作り出す操作を 
 「平方完成」 
という。平方完成は、 
2 次関数の概形を調べるた
めに用いられる。 2 2

2

2 2

p p
x px x

   + = + −   
   

半分 引く 2 乗 

2a p= とおくと、 

3 3 3( ) 3 ( )a b a b ab a b+ = + − +

式の中の2文字・3文字を相互に入れ替えても元の式と変
わらないような式を対称式という。対称式は基本対称式
で表すことができる。 
2文字の基本対称式 ,a b ab+  
3文字の基本対称式 , ,a b c ab bc ca abc+ + + +  

無理数などの計算はこの方法を用

いるとスムーズな計算ができる。 

2 2 2 2( ) 2( )a b c a b c ab bc ca+ + = + + − + +

2p q± = 和 p、積qである 

2数 , ( )a b a b>  

a b= ±

8 2 15= −
これを展開とみると、因数分解は 

2重根号を外すことを意味する。 

(複号同順) 

8 2 15 ( 8, 15 5,3)− = 和 積 ⇒

5 3= −



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

グラフは幽霊のようなもの 
憑依しなければ、実体化はできない 

 このハートは、方程式 
2

2 1
1

2
x y x

 + − = 
 

 

で描かれます。 

x 座標

( , )x y

( , )x y

x 座標及び y 座標の 

値の向きを変える 

( , ) 0f x y− − =

◯x 軸に関する対称移動 
 ⇒ y を y− に変える 

◯ y 軸に関する対称移動 

 ⇒ x を x− に変える。 
◯原点に関する対称移動 
 ⇒ x を x− 、 y を y−  

  に変える。 

関数には次の3つの表現法がある。 
◯陽関数 ⇒ ( )y f x=   ex) 2 3y x= +  

◯陰関数 ⇒ ( , ) 0f x y =   ex) 2 3 0x y− + =  
◯関数の媒介変数(parameter)表示 

⇒ ( ), ( )x f t y g t= =  ex) 
2

2 2

1 2
,

1 1

t t
x y

t t

−= =
+ +

( , ) 0f x y− =

Fuminori 

Nakamura

( , ) 0f x y =

Following  Me?

関数の関係を示す点( , )x y を平面上に打っても、雪の上の足跡が残るだけ

雪の上を歩いた体を探さなければならない。 

( , ) 0f x y = を元の体にしたいのであれば、点( , )x y を、 

x 軸の正の向きに p− 、 y 軸方向に q−  

平行移動した点( , )x p y q− − が ( , ) 0f x y = 上にあることから、これに

( , )x yx 軸方向に p−  

y 軸方向に q−  

座標の値の向きを変える 

( , ) 0f x y− =

O

( , )x y

y 座標の値の向きを変える 

 

( , )a b

y

もとの憑依

する関数 

2 2

t t

t t
 

 ボクはここに
いるよ!!! 

頂点 ( , )p q である放物線を、頂点 (0,0) の

放物線の基本形

2y ax= に戻すと、 

x 軸の方向に p− 、 y 軸の方向に q−  

移動するから、

2( )y a x p q= − +  

Fuminori  

Nakamura 

( , ) 0f x p y q− − =

Following  Me? 

るだけ。 

これに代入する。 

( , )x y

( , ) 0f x y =

( , )a b

( , )x y

(2 ,2 ) 0f a x b y− − =

x

点( , )a b に関する対称移動 

①( , )a b が原点になるように平行移動 

( , ) ( , )x y x a y b→ + +  

②原点に関して対称移動 

( , ) ( , )x a y b x a y b+ + → − + − +  

③原点が( , )a b になるように平行移動 

 ( , ) (2 ,2 )x a y b a x b y− + − + → − −  

ボクはここに 
 

グラフ上の点( , )x y に 

対し、憑依するグラフ 

( , ) 0f x y = 上の点を 

( , )s t とすると、 

( , ) 0f s t =  

が成り立つ。このとき、 

平行移動は、 

 ,p s x q t y+ = + =  

点( , )a b の対称移動は 

 ,
2 2

x s y t
a b

+ += =  

の関係が成立する。 
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|x|=1 の解は、x=±1 はいいけど、±x= 1 だけではダメなのだ!! 

|x|が表す 

3つの性質 

① x a x a= ⇔ = ±  

② x a a x a< ⇔ − < <  

③ ,x a x a a x> ⇔ < − <  

負数を除去する filter 

原点Ｏ(0)と点P(x)との距離 x軸上で反射する直線 y=|x| 

( 0)

( 0)

x x
x

x x


= − <

≧

AAAA    

ＢＢＢＢ    
ＣＣＣＣ    

O aa− x③ ③
②

① ①

カンマは、2つの解を 
合わせるために用いられる。
必ず書くこと 

不等号の向きを 
優先するので、 
x>aとは書かない。 

O

y x=

( 0)y x x= ≧( 0)y x x= − ≦

x

y

解を合わせる(or)ことと、共通の解を求める(and)こと 

場合分けをするときは「解を合わせる」、 
連立方程式・不等式の式を解くときは「共通の解を求める」 

b
xa

x

a

b

x

a

解を合わせると、「 x b< 」 

共通解は、「 x a≦ 」 

解を合わせると、「すべての実数」 

共通解は、「a x b<≦ 」 b

解を合わせると、「 ,x a b x<≦ 」 

共通解は、「解なし」 

(4) 2 4 1x x− < +  

原点からの距離として式は読めない 

2 4 ( 2)
2 4

(2 4) ( 2)

x x
x

x x

− >
− = − − ≦

 

① 2x≦ のとき、 

(2 4) 1x x− − < + より、 1x >  

2x≦ との共通範囲共通範囲共通範囲共通範囲をををを求求求求めてめてめてめて、1 2x< ≦  

② 2x > のとき、 

(2 4) 1x x− < + より、 5x <  

2x > との共通範囲共通範囲共通範囲共通範囲をををを求求求求めてめてめてめて、2 5x< <  

①と②の解解解解をををを合合合合わせてわせてわせてわせて、1 5x< <  

 AAAA    

AAAA    

グラフに 

すると 

CCCC    

(5) 1 2 1x x x− + − < +  

原点からの距離として式は読めるはずもない。 

1 ( 1) 2 ( 2)
1 , 2

( 1) ( 1) ( 2) ( 2)

x x x x
x x

x x x x

− > − > 
− = − = − − − − ≦ ≦

 

1 0, 2 0x x− = − = である、 

1, 2x = の前後で場合分け。 21 x③②
①

① 1x≦ のとき  

( 1) ( 2) 1x x x− − − − > + より、

2

3
x > 。 1x≦ との共通範囲共通範囲共通範囲共通範囲をををを求求求求めてめてめてめて、 

2
1

3
x< ≦  

②1 2x< < のとき 

 ( 1) ( 2) 1x x x− − − > + より、 0x < 。 1 2x< < との共通範囲共通範囲共通範囲共通範囲をををを求求求求めてめてめてめて、解はなし。 

③2 x≦ のとき  

( 1) ( 2) 1x x x− + − > + より、 4x >   2x≧ との共通範囲共通範囲共通範囲共通範囲をををを求求求求めてめてめてめて、 4x >  

①②③の解解解解をををを合合合合わせてわせてわせてわせて、

2
1, 4

3
x x< <≦  

1x− は、数直線上で 1x = の左にある①は、(－)をつけてはずす。 

2x − は、数直線上で 2x = の左にある①②は、(－)をつけてはずす。 

 
(1) 2 1 3x− =  

原点と点 (2 1)P x− との 

距離が3に等しい 

2 1 3x − = ±  

より、 1, 2x = −  

(2) 2 1 3x− <  

原点と点 (2 1)P x− との 

距離が3より小さい 

3 2 1 3x− < − <  

より、 1 2x− < <  

(3) 1 2 3x− >  

原点と点 (2 1)P x− との 

距離が3より大きい 

2 1 3, 3 2 1x x− < − < −  

より、 1, 2x x< − <  

BBBB    

(2 1) 3x± − =  

だけでは不十分 

BBBB    

2 1 3x − < ±  

は日本語になっていない。 

(2 1) 3x± − <  

は、場合分けをしていない。

BBBB    

 1 2 2 1x x− = −  

であることを用いて 

xの係数を正にしよう。 

場合分けすると 

O

2 4y x= −

x

y

4

1
1− 2

1y x= +

1 5
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軸の方程式は、

2
x

α β+=  

 

0x p− = が軸の方程式 

このとき p は頂点の x 座標 

2y ax bx c= + +

2( )y a x p q= − +

…あなたは素直。すべてがみえてしまう。 

( )( )y a x xα β= − −

標準形 

一般形 

切片形 

α

O
x

y

グラフの開き 

0a > のとき下に凸 

0a < のとき上に凸 

q は 

頂点の y 座標 

平 

方 

完 

成 

x p=

( , )p q

…あなたは綺麗。でも親しみにくい。 

グラフの開き y 切片 

y 切片における 

接線の方程式 

 

O
x

y

c

y bx c= +

グラフの開き 

x 切片の座標は 

( ,0), ( ,0)α β

O
x

y

…あなたは個性的。惹かれてしまいそう。 

β

2
x

α β+= 

放物線には３つの顔がある。顔(式)は三者三様。だけど、どんなに着飾っても体型(グラフの開き)は変わらない!! 

因 

数 

分 

解 

まずは、 

標準形からお付き合い 

左からトレースして 
読み取りましょう。 

①放物線には２つの心がある?! パラボラアンテナは、その断
面である放物線(Parabola)
の軸に平行に入射した電波
が焦点に集まる性質を利用
したもの。 
逆に焦点からでた光は、放

物線(面)に反射すると軸に
平行に照射されます。この原
理は、懐中電灯(車のヘッド
ライト)に用いられている。 

x p=

( , )p q

焦点(Focus) 
放物線の中にある 
真心(愛)という心 

頂点(Vertex) 
放物線の下にある 
下心(恋)という心 

光は接線で

反射する 

0a >

0a <

(下に凸の放物線) 

(上に凸の放物線) 

②放物線の決定 

与えられた条件(性質)を満た
す放物線の方程式を求める。 
一番 fit する放物線の姿態

をimageしてみよう。 
放物線固有の性質をもっと

も有するのは標準形。したがっ
てKey-Wordが 
(A) 軸・頂点 ⇒標準形 

であるとき用いる。 
 得体のしれない一般形は、固
有の性質だけから求めること
は難しい。 
  (B) 2点～3点 ⇒ 一般形 
であるとき用いる。 
  個性的な切片形は、利用も限
定される。放物線が x 軸と交
わっていれば、 
 (C) x 軸との交点⇒切片形 
であるとき用いる。 

③放物線のグラフの最大・最小 

0a > 0a <

放物線は「頂点・右端点・左端点のいずれかで最大・最小となる。 

定義域 
実数全体 実数全体 a≦x≦b a≦x≦b a≦x≦b a≦x＜b 

a ba ba ba b

最大値はなし 

最小値 

はなし 

m
M

m
m

M

M M
m m

M
最小値 

はなし 

x x x x x

 

a b

x p=

2
a b

x
+=

定義域に頂点が含まれるときの
最大・最小は、頂点に対し、定
義域の真ん中(中点)がある側の
端点を考える。 

Ｍは最大点、mは最小点 
最小値は1つ

だけど、最小

点は2点 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

～～～～学名学名学名学名「「「「てんじくちょうてんじくちょうてんじくちょうてんじくちょう」」」」というというというという放物線放物線放物線放物線のののの捕捕捕捕まえまえまえまえ方方方方    

チョウの2本の足がαより大きい木の枝の位置にある場合 

点 

てんじくちょうの捕獲手順 

点(Point)で、チョウを追い込め 

条件で与えられる点の周りしか動けないように 

放物線(チョウ)を追い込む 

α
x

α x

( ) 0f α < ⇒逃げてしまう ( ) 0f α > ⇒捕まえられるかも 

軸 
軸(Axis)で、左右の動きを封じろ 

左右の移動を決定する 

軸の位置の範囲を決めて、 

チョウを追い詰める 

α x

x α=

頂

頂点(Vertex)で、上下の動きを封じろ 

α x

x α=
上下の移動を決定する 

頂点の位置を上から押し下げ、

空に逃げないようにして、 

チョウを捕まえる 

y

α

x p=

O

(木) 

x
(枝) 

① ② 

③ 

( , )p q

( )y f x=

グラフ化 

2 0 ( 0)ax bx c a+ + = >
2( )f x ax bx c= + +

0y =
(放物線) 
(x 軸) 標準形(種類) 

2( ) ( )f x a x p q= − +

開きがa (下に凸)、 

軸x=p 頂点(p，q) 
である放物線 

 てんじくちょう!! 
と唱えて 
蝶々を捕まえよう 
 

てんじく蝶の標本見本 (α<β<γ) 

 プロは一般形から、 

軸は

2

b
x

a
= −  

x 軸と交わることは 

判別式 D≧0 
として捕獲する。 

Case 解の配置 てん じく ちょう

A αより大 f(α)>0 α <p q ≦ 0

B αより小、αより大 f(α)<0 任意 q ≦ f(α)<0 より必要なし

C αとβの間 f(α)>0,  f(β)>0 α<p<β q ≦ 0

D αとβ、βとγの間 f(α)>0,  f(β)<0,  f(γ)>0 必要なし q ≦ f( β )<0 より必要なし



Fuminori  

Nakamura 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2β α=  

とおく 

① sin( ) sin cos cos sinα β α β α β± = ±  

② cos( ) cos cos sin sinα β α β α β± = ∓  

③

tan tan
tan( )

1 tan tan

α βα β
α β
±± =

∓
 (複号同順) 

① 2sin cos sin( ) sin( )α β α β α β= + + −  

② 2cos sin sin( ) sin( )α β α β α β= + − −  

③ 2cos cos cos( ) cos( )α β α β α β= + + −  

④ 2sin sin {cos( ) cos( )}α β α β α β= − + − −  

① sin 2 2sin cosα α α=  

② 

2 2

2

2

cos 2 cos sin

2cos 1

1 2sin

α α α
α

α

= −
= −
= −

 

③ 
2

2 tan
tan 2

1 tan

αα
α

=
−

  

①

2 1 cos
sin

2 2

θ θ−=  

②

2 1 cos
cos

2 2

θ θ+=  

③

2 1 cos
tan

2 1 cos

θ θ
θ

−=
+

 

①

3sin 3 3sin 4sinα α α= −  

②

3cos3 4cos 3cosα α α= −  

2 2sin cos sin( )a b a bθ θ θ α+ = + +  

2 2 2 2
cos ,sin

a b

a b a b
α α= =

+ +
 

なんて公式はいらぬ 

sin cos cos sin sin( )α β α β α β+ = +  

でよい。 

 

① sin sin 2sin cos
2 2

A B A B
A B

+ −+ =  

② sin sin 2cos sin
2 2

A B A B
A B

+ −− =  

③ cos cos 2cos cos
2 2

A B A B
A B

+ −+ =  

④ cos cos 2sin sin
2 2

A B A B
A B

+ −− = −  

咲いたわ(+)咲いた 庭に(2)咲いたコスモス 

咲かない(-)咲かない 庭にコスモス咲かない 

心と心が結ばれて ２人は恋焦がれ 

心と心が離れて (身)引いて２人はさよならさよなら 

cos( ) (cos ,sin ) (cos ,sin )

cos cos sin sin

α β α α β β
α β α β

− = ⋅
= +

 

ミシン引く吉田さん(なんのこっちゃ) 

サンシャイン 風邪引いて夜風が身にしみる 

というのもある 
 

【加法定理はベクトルの内積】 

【加法定理】 

【積和の公式】

【２倍角の公式】 【半角の公式】 

【３倍角の公式】 

【和積の公式】

覚えるな！作れ！ 

作るな！覚えろ！ 

【合成の公式】 

合成は加法定理の逆演算 

加法定理が展開なら 

合成は因数分解 

tan
2

t
θ = とすると 

2

2
sin

1

t

t
θ =

+
 

2

2

1
cos

1

t

t
θ −=

+
 

2

2
tan

1

t

t
θ =

−
 

 

２倍角の公式と 

2
2

1
1 tan

cos
θ

θ
+ =  

を使うと 
 

β α=  

とおく 2α θ=  

加法定理①,②の和・差 

三角方程式・不等式を t

の高次方程式・不等式に

変換します 

左辺の２乗に

注意 

x

)sin,(cosA αα

)sin,(cosB ββ

y

O

β−α

 ,A Bα β α β+ = − =  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

関数 ( )f x が[ , ]a b で連続で、( , )a b で微分可能であって、 

( ) ( )f a f b=  

ならば、 0=′ )c(f ,   a c b< <  

を満たす実数c が存在する。 

関数 ( )f x が[ , ]a b で連続で、( , )a b で微分可能であるならば、 

)c(f
ab

)a(f)b(f ′=
−
−

  a c b< <  

を満たす実数c が存在する。 

関数 ( ), ( )f x g x が[ , ]a b で連続で、( , )a b で微分可能で、 

かつこの区間でつねに ( ) 0g x′ ≠ であるならば 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f b f a f c

g b g a g c

′− =
′−

    a c b< <  

を満たす実数c が存在する。 

 

関数 ( ), ( )f x g x が、 x a= および 

それに十分に近い x について微分可能で、 

lim ( ) lim ( ) 0
x a x a

f x g x
→ →

= = とするとき、 

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x a x a

f x f x

g x g x→ →

′
=

′
 

関数 ( )f x が[ , ]a a h+ で連続で、( , )a a h+ で微分可能であるならば、 

( ) ( ) ( )f a h f a hf a hθ′+ = + +  0 1θ< <  

を満たす実数θ が存在する。 

最大値・最小値の原理 

(Weierstrass) 

Ｒｏｌｌｅの定理 

平均値の定理 

(Lagrange) 

Cauchy の定理 

L’Hospital の定理 

連続(continuous)は、曲線がつながっている(Link)   

微分可能(differentiable)は、曲線がなめらか(Smooth) 

( )f x が[ , ]a b で連続で、 ( ) ( )f a f b≠ のとき、 

( )f a と ( )f b の間の値k に対して、 

        ( )f c k=   ( )a c b< <  

となる値が少なくとも１つ存在する。 

中間値の定理 最小値m 、最大値M のときは、 

m とM の間のk に対して存在 
( ) ( ) 0f a f b < のときは、 

( ) 0f c = となる値が存在 

[ , ]a b で連続な関数は、 

その区間で最大値および最小値をもつ。 

x

y

O a b1c 2c

( ) ( )f a f b=
( , ( ))a f a ( , ( ))b f b

 人生は山あり谷あり。 
一番辛かったことや楽し
かったことは必ずある。 
そんな当たり前のことか
らすべてが始まる。 

b1c 2c 3c 4c x

y

O a

b a−

( ) ( )f b f a−

( )f b

( )f a

水平方向に平行に視線を移すと、 
局所的(部分的)に、 
一番高い点(極大点)、 
一番低い点(低い点) 
が必ず存在する。 

h b a= − , 

c a

b a
θ −=

−
とおくと、 

0 1θ< <  ( )a c b< <  

x

y

O a b2( )g c

( ) ( )g b g a−

( ) ( )f b f a−

( )f b

( )f a

1( )g c

( )( ), ( )g b f b

( )( ), ( )g a f a

( )2 2( ), ( )g c f c

( )1 1( ), ( )g c f c

( ), ( )f x g x は x a= で連続より、 

  ( ) ( ) 0f a g a= =  

( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( ) ( )

( ) ( )
lim

( ) ( )

x a x

x a

f x f x f a x a

g x x a g x g a

f a f x

g a g x

→ →∞

→

− −= ⋅
− −

′ ′
= =

′ ′
 

( )

( )

x g t

y f t

=
 =

⇔ ( )y h x=  

とparameter表示 

b1c 2c 3c x

y

O a

Max

y k=
( )f a

( )f b

min


